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0. Indledning

I projektet Traek virksomhederne ind i undervisningen vil der blive produceret 12 film
med tilhgrende undervisningsmaterialer til hver film. Det foreliggende er skrevet i til-
knytning til filmen Matematikken bag DMI’s klimamodeller. Der er tydelige refe-
rencer i hvert kapitel til, hvilke elementer fra filmen vi her dykker ned i. Men materialet
kan sagtens anvendes uafhaengigt af filmen, s& man behgver ikke have filmen kgrende,
mens man arbejder med de matematiske problemer.

Materialet er opdelt i en reekke kapitler, der kan gennemgas hver for sig. Det enkelte
kapitel bygger saledes ikke pa de foregdende. Med symboler er det markeret, at dette
kapitel eller afsnit kan man arbejde med, nar man er pa pagaeldende niveau. Man kan
naturligvis ogsa have glaede af at se et stof pa nye mader, selv om man selv nu befin-
der pa et lidt hgjere niveau. Og man kan prgve at udfordre sig selv ved at ga i krig
med et emne og @gvelser, der er markeret til et hgjere niveau end ens eget. Niveauerne

er markeret med symbolerne:

N 34

9. klasse og 1.g Slut 1.g og 2.9 3.9

En stor del af emnerne er med i de pagseldende niveauers leereplaner / curriculum.
Men de behandles givetvis her med en anden vinkel - og det kan vaere en fordel i lze-
ringsprocessen at se emner belyst og anvendt pa forskellige mader.

Data i DMI’s klimaatlas downloades i Excel-format, og derfor ggres der i filmen og ma-
terialerne en del ud af at eleverne bliver fortrolige med Excel. For de to centrale data-
serier, 8rlig gennemsnitstemperatur og arlig gennemsnitsnedbgr ligger data i tidsserier,
sa eleverne selv kan generere grafer.

Ga selv pa opdagelse: Du vil finde mange forslag til mindre projekter som afleverings-
opgaver, til SRP’er og til at eleverne kan arbejde eksperimenterende med stoffet.

Der vil vaere emner, specielt i kapitel 8 og 9 som vil forekomme udfordrende ogsa for
elever i 3.g. Her naermer vi os den matematik, der faktisk anvendes i klimamodellerne.
Men det kan maske inspirere til studieretningsprojekter.

Film og materialer er til fri download og anvendelse i undervisning og selvstudier. Bli-
ver undervisningsmaterialet downloadet og dele af det kopieret, skal der angives kilde.

Forkortelsen HEM star for laerebogssystemet: Hvad er matematik? Fra HEM's website:
Hvad er matematik - LRU.dk (praxis.dk) kan der bla. frit hentes mange projekter. Hvor
der er markeret Link til 7 (og andre tal) angives, at her kan der hentes ekstra materia-
ler ind. Disse tilgd@s via website for DMI-filmen. Find nummeret og klik.

Vi vil meget gerne have feedback med kommentarer og forslag der kan forbedre de
kommende samlinger af undervisningsmaterialer.

Film og undervisningsmaterialer produceres med stgtte fra Novo Nordisk Fonden
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TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

1.
Klimaforandringer
kvalitativt | fem punkter

/

Hvad taler vi om, nar emnet er klimaforandringer? Vi starter med at ridse problem-
stillingerne op i 5 punkter. Med praecise begreber og formuleringer er det lettere

at ga fra det kvalitative til det kvantitative, dvs. at fa matematikken pa bane.

| det falgende opfordres du til at dykke ned i korte artikler om hvert af de 5 punkter.
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1. Klimaforandringer - kvalitativt i fem punkter

I klassen finder I en fordelingsnggle, fx ved at inddele i grupper pa 5. Hvert medlem af
gruppen veelger sa, eller far tildelt et af de 5 emner nedenfor. Du skal szette sig ind i
den tilknyttede artikel, og derefter give en praesentation, hvor du refererer hovedpunk-
terne i artiklen. Du ma gerne finde supplerende stof.

1.1. Stigning i globale gennemsnitstemperatur
Hent fglgende artikel fra netmediet Medium i
i samlingen af ekstramaterialer: 5
Fast Forward to 2040. Life on a Warmer
Planet

link til 1

Global Mean Estimates based on Land and Ocean Data

0.6

0.4

0.2

Temperature Anomaly (C)

NASA GISS
_01%80 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

1.2. Nedbgrsmaengderne

Hent fglgende artikel fra Videnskab.DK i sam-
lingen af ekstramaterialer:

Nyt studie: Klimaforandringer giver op til 9
gange starre risiko for oversvemmelser som i
Tyskland - link til 2

1.3. Mere ekstremt vejr
Hent fglgende artikel fra DMI’s hjemmeside i samlingen af ekstramaterialer:
Vejret i Danmark bliver varmere, vddere og vildere - link til 3




1.4. Afsmeltningen af indlands-isen og havisen i Arktis
Hent fglgende artikel fra Aktuel Naturvidenskab i samlingen af

ekstramaterialer:
Det frosne hav - link til 4

1.5. Stigningen i havniveauet

Hent fglgende artikler fra Videnskab.DK og fra GEUS, i
samlingen af ekstramaterialer

Hvor meget og hvor hurtigt stiger havet - link til 5

Ha VniveaUStigninger/ SATELLITE DATA: 1993-PRESENT RATE OF CHANGE
fra GEUS - link til 6 Data surce: Sttt s v csrtons 3.4
Konsekvenserne af
havvandsstigningen for ©
udvalgte lande - %

link til 7 %
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™ sea level rise -
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Vaksten i indholdet af CO2 i atmosfaeren

Hent fglgende artikel fra National Oceanic and Atmospheric Administration, NOAA i

samlingen af ekstramaterialer
link til 8

Latest CO, reading
January 08, 2018
Carbon dioxi

7.81 ppm

at Mauna Loa Observator

-3

40

§g88

€O, Concentration (ppm)
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TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

2.
Statistiske veerktojer:
Middeltal og Median
Kvartilsaet og Boksplot

| filmen forklarer Martin Olesen, at der bag hvert tal i klimaatlas ligger en stor maengde
data, der stammer fra 57 forskellige klimamodeller, hvor DMI’s egen er én af disse.

| diskussionen heraf kommer Martin og Nicoline rundt om en del begreber fra den
deskriptive statistik

matédii;atik
arbejde
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2. Statistiske vaerktgjer — middeltal og median,

kvartilsaet og boksplot

(Dette kapitel bygger pd afsnittet om Deskriptiv statistik fra ‘Hvad er matematik? 1’,
kapitel 2 om Dette afsnit kan hentes saerskilt frem via link 9. Hvis man er helt fortrolig
med de begreber, metoder og veerktgjer man leerer her, kan man springe det over,
eller anvende det som en repetition af emnet. I det pdgaeldende afsnit gennemgds alle
begreberne i den deskriptive statistik ud fra et gennemg8ende eksempel fra et sund-
hedsprojekt i en 1.g. I de folgende ovelser gennemg8s begreber og metoder ud fra det
datamateriale, der blev praesenteret i filmen, og som findes via link 10 (excel) eller link
11 (Word))

2.1. Vi skaber overblik over et numerisk datamateriale - prikdiagram
Nar vi indsamler data ud fra observationer, skelner vi mellem kategoriske og numeri-
ske variable. Eksempler pa kategoriske variable kan fx vaere CO2 scenarier (hgj eller
mellem), eller Klimamodel nr (1 til 57). Et eksempel p& numeriske variable kan vaere
det datasaet, som traekkes frem i filmen, og som du ser her. Hvert af de 56 tal, man
ser her, repraesenterer et bud pa middeltemperaturen i Danmark i slutningen af ar-
hundredet fra en af de mange forskellige klimamodeller, som DMI traekker pa.

12.53090 11.41090 11.66037 11.70453 11.68700

F : & 'E:“j b 1's
12.09707

75997

Vi vil i det fglgende beskrive, hvorledes man kan skabe sig overblik over og praesentere
et sadant datamateriale. Men fgrst ggr vi os fortrolige med DMI’s klimaatlas, ved at se
pa deres excel-ark version.

Abn evt selv for DMI’s website med klimaatlas og download det, eller tag lige nu ud-
gangspunkt i det ark, der liggeri link 12.

@velse 2.1. Beskriv opbygningen af klimaatlas i excelformatet.

a) Giv en kort beskrivelse af den overordnede opbygning af klimaatlas mht geografi og
tidsperspektiv. Er jeres kommune med blandt fanerne?

b) Angiv (i et gruppearbejde: hver af jer) eksempler pa kategoriske og pa numeriske
variable i arket.

¢) Hvad menes med begrebet 'scenarie’? Vaelg nogle af “klimabegivenhederne” ud og
illustrer forskellen mellem de to CO2-scenarier.

12



d) Fokuser pa jeres egen kommune og ggr her det samme som i c)

Vi ser nu pa de data, der er gengivet ovenfor. Hent data, sa du selv kan arbejde med
dem. Det kan vaere svaert at fa et indtryk af, hvordan de 56 tal fordeler sig ud fra ta-
bellen. Derfor foretages fgrst en sortering efter storrelse i stigende raekkefglge fra det
mindste til det stgrste.

@velse 2.2. Sorter data og grupper dem

a) Sorter data efter stigende veerdi, og svar pa, hvad minimum og maksimum for data-
seetet er.

b) Grupper data i 7 grupper med 8 i hver og opskriv dem som du ser det gjort i afsnit-
tet om deskriptiv statistik for elevernes kondital.

Ovelse 2.3 Afsaet data i et prikdiagram

For at fa et visuelt indtryk af fordelingen skal du dernaest praesentere dataseettet gra-
fisk. Da der er tale om en numerisk variabel med talveerdier, kan vi afsaette observati-
onerne som prikker langs en talakse. Ggr det!

Derved fremkommer prikdiagrammet for de 56 klimamodellers bud p& middeltempera-
turen i Danmark i slutningen af arhundredet, hvis udviklingen falger scenariet med hgj
CO2-udledning. Lad dig inspirere af dette prikdiagram over konditallene:

@ @ @

@ o0 00 o

oo © @ © 0000 0 6 060606 o ©
1 1 1 1 1 1 1 I )
25 30 35 40 45 50 55 60

kondital

I vores tilfaelde vil de 56 vaerdier naeppe gruppere sig naturligt i tre eller flere grupper.

Prikdiagrammet rummer al den information, der er i dataszettet. Det er mere overskue-
ligt end tabellen, men det er Ikke sa velegnet, hvis vi gnsker at give en kort sproglig
beskrivelse af Danmarks middeltemperatur i dette scenarie.

2.2. Niveauet for et datasaet udtrykkes gennem median og middeltal

En sadan beskrivelse skal udtrykke noget karakteristisk om, hvilket niveau middeltem-
peraturen ligger p&. Hvis et enkelt tal skal beskrive dette niveau, sa bgr denne veerdi
afbalancere datasaettet, dvs. i en eller anden forstand bgr der ligge lige s& meget pa
den ene side af denne vaerdi som pa den anden side. Observationerne skal altsa ligge
symmetrisk omkring den veerdi, der i ét tal kan udtrykke Danmarks middeltemperatur i
slutningen af &rhundredet.

13



Der findes to forskellige karakteristiske tal, der hver pa sin made lever op til dette
krav.

Definition: Median og middeltal

Ved medianen for et datasaet forstar vi den midterste observation. Hvis der er
et lige antal observationer, udregnes medianen som gennemsnittet af de to
midterste observationer.

Ved middeltallet eller gennemsnittet for et datasaet forstar vi det tal m, som
ville give samme samlede sum, hvis alle konditallene blev erstattet af denne
veaerdi m.

Medianen kan vi afleese af den grafiske opstilling vi har foretaget ovenfor.
Middeltallet m skal opfylde, at 56-m=12,55+12,53+---+11,94

m_12,55+12,53+-~-+11,94
56

dvs.

@velse 2.4. Bestem median og middeltal
a) Bestem datasaettets median

b) Bestem datasaettets middeltal

Medianen splitter dataszettet i to lige store delsaet med 28 observationer til venstre for
medianen og 28 observationer til hgjre for medianen.

Middeltallet splitter datasaettet i to ulige store delszet. I dette tilfaelde med 29 observa-
tioner til venstre for middeltallet og 27 observationer til hgjre for middeltallet. Foreta-

ges en raekke ensartede malinger i fag som fysik og kemi, for at bestemme en fjeder-

konstant eller en pH-veaerdi, vil man ofte som her finde, at middeltal og median er teet

ved hinanden. Observationerne fordeler sig i de tilfaelde paent symmetrisk om middel-

veerdien. Med konditallene som eksempel kan det se sddan ud:

Middeltallet
O @) O
@) OO0 OO O
O O O OO0 OO0 O OO O O )
1 1 I || 1 |
25 30 35 40 4I5 50 55 6I0

Kondital

I lzerebogen bevises: Middeltallet er balancepunkt for afstandene til observationerne.
Ovelse 2.5

Konstruer et datasaet med 4 elementer, hvor minimum er 2, medianen er 4 og maksi-
mum er 7. Hvad bliver middeltallet for dette datasaet?

14



Ovelse 2.6

Konstruer et datasaet med 4 elementer, hvor minimum er 2, middeltallet er 4 og mak-
simum er 7. Hvad bliver medianen for dette dataszet?

Ovelse 2.7

a) Bestem middeltallet for det fglgende dataseet: {1,1,2,5,6%.
b) Bestem afstandene mellem de enkelte data og middeltallet.
c) Kontroller, at middeltallet er balancepunktet for afstandene.

Praxis: Om brugen af median eller middeltal til at beskrive niveauet for et

dataseet

Hvis observationerne er sammenlignelige eller ligger nogenlunde symmetrisk med

en stor klump af data i midten, vil vi normalt foretreekke middeltallet. Det kan ek-

sempelvis veere tilfseldet med malinger af faldtider, temperaturer eller lignende i et
laboratorium.

Hvis observationerne derimod ligger skaevt, vil vi normalt foretreekke medianen. Det
kan eksempelvis vaere tilfaeldet, nar der er tale om en indkomstfordeling med nogle
fa meget rige personer og mange fattige personer.

Medianen er mindre pavirkelig overfor fejimalinger og atypiske data end middeltal-
let. En enkelt vaerdi, der ligger langt udenfor de andre vil pavirke middeltallet me-
get, mens medianen kun vil rykke sig en lille smule. Vi siger at medianen er robust.

Qvelse 2.8
Bestem median og middeltallet for fglgende to dataseet:
a) {1,2,3,4,5,6,7,8,9} b) {1,2,3,4,5,6,7,100,1000%}

Kommenter resultatet.

Ovelse 2.9

a) Konstruer et datasaet med 10 tal, hvor det er fornuftigt at bruge middeltallet som
mal for niveauet.

b) Konstruer et datasaet med 10 tal, hvor det ikke er fornuftigt at bruge middeltallet
som mal for niveauet, og hvor medianen beskriver niveauet bedre.

Ovelse 2.10

En klasse skal i forbindelse med et projekt have malt deres hvilepuls. Der er 6 drenge i
klassen. Drengenes hvilepuls fremg‘ér af fglgende datas=et: {65,62,73,58,31,697}.

a) Kommenter dette dataseet, og foresld, hvordan du ville arbejde videre med rappor-
ten.

15



b) Hvilken indflydelse har dit forslag p@ medianen? Og pa middeltallet?

2.3. Kvartiler og det udvidede kvartilsaet

Der gar naturligvis megen information tabt, ndr man beskriver et helt datasaet med én
karakteristisk veerdi, som fx median eller middeltal. Eksempelvis kan vidt forskellige
datasaet have samme median eller samme middeltal.

Qvelse 2.11
Bestem middeltallet og medianen for fglgende to dataseet:
a) {10,20,20,30,70,80,80,90} b) {45,45,50,50,50,55,55%}

For at give en mere fyldig beskrivelse af et datasaet indfgres derfor yderligere to karak-
teristiske tal:

Definition: 1. og 3. kvartil
Ved datasaettets 1. kvartil Qi (eller den nedre kvartil) forstas medianen for den del
af dataseettet, der ligger til venstre for medianen.

Ved dataseettets 3. kvartil Qs (eller den gvre kvartil) forstds medianen for den del
af dataseettet, der ligger til hgjre for medianen.

Medianen kaldes af og til for 2. kvartil. Talseettet bestaende af 1., 2., og 3. kvartil kal-
des for kvartilsaettet.

I afsnittet fra laerebogen er der givet en fyldig gennemgang af hvordan man bestem-
mer et kvartilsaet. Hvis du er tvivl, sa konferer med eksemplerne der.

Af og til betegnes maksimum og minimum som 0. kvartil og 4. kvartil. Marker nu disse
tal sammen med kvartilsaettet i prikdiagrammet, du tegnede op. I leerebogens eksem-
pel ser det saledes ud:

Minimum = Median = Maksimum =
0. kvartil 1. kvartil 2. kvartil 3. kvartil 4. kvartil
. Da-
Q QO ta-
@ O OPCO o &6 o0 e
T T T T ] L) L] I »
25 30 35 40 45 50 55 60 Kondital

seettet er hermed opdelt i fire delsaet. Hvert delsaet indeholder mindst ; af observatio-

nerne. Dvs. mindst 14 observationer, idet nogle indeholder flere, fordi nogle af obser-
vationerne ligger praecist p§ graensen mellem to omrader og derfor taelles med begge
steder.
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Praxis: Det udvidede kvartilsaet eller 5-punkts-opsummeringen
De karakteristiske tal i en sproglig beskrivelse af datasaettet er det udvidede kvartil-
saet:

minimum, fgrste kvartil, median, tredje kvartil, maksimum
Disse tal kaldes ogsa for 5-punkts-opsummering af dataseettet.

Disse statistiske nggletal er en veesentlig del af den sdkaldte enkeltvariabel statistik,
der er indbygget i mange veerktgjsprogrammer.

Ovelse 2.12

Undersgg om dit vaerktgjsprogram kan udfgre enkeltvariabel-statistik, og dermed ud-
regne det udvidede kvartilsaet og middeltallet pd én gang.

a) Indtast listen fra gvelse 1.8 og lad vaerktgjsprogrammet bestemme det udvidede
kvartilsaet samt middeltallet.

b) Lad veerktgjsprogrammet bestemme det udvidede kvartilsaet samt middeltallet for
datasaettet med de 56 middeltemperaturer.

Ovelse 2.13

Nogle veaerktgjsprogrammer ggr som beskrevet ovenfor: I et datasaet med et ulige an-
tal teeller medianen med i begge halvdele. Andre ser i disse tilfeelde bort fra medianen
og ser pa de to halvdele uden at tzelle medianen med. Der er ingen fast konvention
herf. Find ud af hvilken konvention dit veerktgjsprogram anvender ved at bestemme
kvartilsaettet for dataseettene {1,2,3,4,5}, {1,2,3,4,5,6}, {1,2,3,4,5,6,7} og
{1,2,3,4,5,6,7,8%.

2.4. Grafisk praesentation af et numerisk datasaet - Boksplot

Det udvidede kvartilseet kan ogsa anvendes i en szerlig grafisk fremstilling af dataseet-
tet, som vi kalder boksplot. Et boksplot tegnes ud fra det udvidede kvartilszet. I situati-
onen med konditallene kan det sec saledes ud:

Q, Median Q,
Min. Maks.
00 QO
® @ 00pC0 Ole ® @ @

25 30 35 40 45 50 55 60 Kondital

Boksplottet giver i ét blik en visuel information om savel niveauet for konditallet (re-
praesenteret ved medianen), som konditallets spredning i form af kvartilbredden, som
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jo netop er laengden af kvartilboksen ("kassen”). Boksen indeholder altid (mindst)
halvdelen af observationerne. Spredningen vender vi tilbage til i kapitel 2.

Det er valgfrit om boksplottet tegnes lodret eller vandret.

Qvelse 2.14
Tegn boksplottet hgrende til dataseettet med de 56 middeltemperaturer

Ovelse 2.15

Pa figuren ses et boksplot for en karakterfordeling.

— P

1 2 3 4 5 7 2] g 10 11 12
iarakterer

a) Aflaes kvartilsaettet, og bestem kvartilbredden.

b) Hvordan ville datasaettet se ud, hvis vi ydermere far oplyst, at der er 8 karakterer i

dataseettet?

@velse 2.16 (isaer for A-niveau)

Et karakterseet for en klasse med 17 elever har det udvidede kvartilsaet:

minimum = 02, nedre kvartil = 4, median = 7, gvre kvartil = 10, maksimum = 12 .

a) Hvad er den mindst mulige vaerdi for gennemsnitskarakteren, dvs. middeltallet?

b) Hvad er den stgrst mulige veerdi for gennemsnitskarakteren, dvs. middeltallet?
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TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

3.
Usikkerhed
— Kan vi stole pa tallene?
Om percentiler og

spredningsmal

Hedebolgedage

Antal hedebglgedage om éret. En hedebolge er, nar middelvaerdien af de hojeste
registrerede temperaturer, malt over tre sammenhzaengende dage, overstiger 28 *C.

Start drhundrede Midt drhundrede Slut &rhundrede
20112040 20412070 20712100

Reference (1981-2010): 3.1 dogn
@ Middel COniveau (RCP4.5) @ Hejt COniveau (RCPB.5)

Klimaatlas bygger pa 57 forskellige klimamodeller. Pa DMI handteres
usikkerheden pa fremskrivningerne ved at man skzerer de 10%,

der har de hgjeste bud, og de 10%, der har de laveste bud, veek.

Sa klimaatlasset regner pa de 80% midterste bud pa nedbgr, antal
hedebglgedage osv.

A
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3. Usikkerhed - Kan vi stole pa tallene?
Om percentiler og spredningsmal.

Kan vi stole pa tallene i klimaatlas, spgrger Nicoline. Det er altid et relevant spgrgsmal,
nar man indsamler observationer og regner pa disse. De store klimamodeller indehol-
der en lang raekke parametre, som hver for sig aldrig kan vaere bestemt helt praacist.
Solens straler reflekteres af havisen ved Arktis og indlandsisen pa Grgnland. Smelter
der havis, opsuges solens mere af energi i det mgrke hav. S8 hvor meget havis er der?
- Det er et af de mange input i modellerne, og der er klart, at det vil veere et tal be-
heeftet med usikkerhed.

Reflekterer al slags is lige stor del af solens straler? Indlandsisen er ikke bare kridhvid
- faktisk er en bred breemme af is i kystomraderne ret mgrkt pga jord og klipper, der
er plgjet op. Hvordan det svaekker reflektionen kan vi heller ikke give et helt praecist
tal for.

Den usikkerhed, der er pa de tal, vi laegger ind i klimamodellen, vil falge med ind i alle
de beregninger og fremskrivninger, vi foretager. Det er et vilkar i al naturvidenskab, og
derfor er der ogsa udviklet en reekke statistiske metoder til at hdndtere usikkerhed.

Fgr vi gar igang er det vigtigt at understrege, at de to statistiske begreber usikkerhed
og spredning ikke bare er to ord for det samme. For ethvert datasaet kan vi spgrge om,
hvor spredt data ligger. Ved et sundhedsprojekt i en klasse maler man eksempelvis alle
elevers hgjde og vaagt. Markerer vi tallene i et prikdiagram, vil vi se en vis spredning
pa dataveerdierne. Det skyldes ikke usikkerhed pa malingerne. Men hvis det drejede
sig om at male hgjden af en enkelt elev, Sigurd med stor ngjagtighed, sa ville vi givet-
vis foretage en raekke malinger, der alle ville afvige en smule fra det tal, der jo ma fin-
des: Sigurds sande hgjde. Der er altsd usikkerhed pa malingerne.

Usikkerhed knytter sig til, at vi maler pa det samme feenomen. I en kemitime skal vi
bestemmme pH-veerdien af en bestemt oplgsning, og i en fysiktime skal vi bestemme
Jordens tyngdeacceleration g p& dette sted pa Jorden. I hver af situationerne vil de for-
skellige grupper i klassen fa lidt forskellige vaerdier. Selvfglgelig findes der en sand
veerdi i begge tilfaelde, og det bedste estimat, vi kan give, er normalt at udregne gen-
nemsnittet. Der kan veere skgre resultater vi skal sortere fra, men som hovedregel ta-
ger vi gennemsnittet. Det er imidlertid klart, at der er usikkerhed pa det tal vi kommer
frem til. Hvordan vurderer vi den? Det er der i statistik udviklet metoder til. Men fgr vi
nar frem til det, vil vi tage fat pa det mere enkle begreb: Spredning

3.1. Spredningen for et datasaet - variationsbredde og kvartilbredde
Det boksplot, vi kan tegne ud fra de 5 karakteristiske tal, giver sammen med middel-
veerdien et bade enkelt og markant billede af, hvad dataseettet fortzeller. Vi skal dog
huske, at det er et subjektivt valg, truffet af nogle statistikere, at opdele datasaettet i
karter, dvs i grupper med 25% i hver. Vi kunne have truffet andre valg, men enkelhe-
den og overskueligheden vinder her i fgrste omgang.

For at give en mere fyldig og nuanceret sproglig beskrivelse af et dataseet, indfgres
nogle karakteristiske tal, der beskriver spredningen af dataseettet:
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Definition: Mal for spredningen af et datasat
Ved variationsbredden for et datasaet forstas tallet: maksimum - minimum

Ved kvartilbredden for et dataszet forstas tallet: Q,—Q,

Variationsbredden angiver hvor spredt den samlede mangde datavaerdier ligger. Dvs
her ser vi pa 100% af populationen. Den anvendes normalt kun i den allerfgrste prae-
sentation af datasaettet. Det skyldes blandt andet, at man ikke umiddelbart kan se, om
en stor spaendvidde skyldes outliers — se nedenfor - eller der faktisk er en meget stor
spredning i data.

Nar vi har fastlagt kvartilerne, vil intervallet fra den nedre kvartil til den gvre kvartil
indeholde (mindst) halvdelen af datasaettets elementer. Kvartilbredden er netop bred-
den af dette interval. Dvs kvartilbredden maler hvor spredt de midterste 50% ligger.
For eksemplet med kondital se det sadan ud:

Kvartilbredden

1. kvartil 3. kvartil
@
%o o) C!':gc%) oe e e @ JJ
T T T T T T T T T F
25 30 35 40 45 50 55 &0 65
kondital

Her er sa: Kvartilbredde = Q,—Q, = 48,55 - 34,3 = 14,25,

Ovelse 3.1

a) Bestem kvartilerne for dataseettet {1, 1, 2, 5, 6}. Hvad bliver kvartilbredden?
b) Hvad er variationsbredden?

@velse 3.2 Spredning for datasaettet over middeltemperaturen

a) Bestem variationsbredden for datasaettet over middeltemperaturen.
b) Bestem kvartilbredden.

Ovelse 3.3

Konstruer et datasaet med 6 elementer, hvor minimum = 1, nedre kvartil = 2, median
= 5, gvre kvartil = 9 og maksimum = 12. Hvilken vaerdi har middeltallet?

Ovelse 3.4 (iseer for A-niveau)

Hvor mange elementer ma der mindst ligge i kvartilintervallet [Q1; Q3] hvis et datasaet
indeholder 5 elementer? 6 elementer? 7 elementer? 8 elementer? Konklusion?

21



Praxis: Om brugen af variationsbredde og kvartilbredde

Hvis data er jeevnt fordelt er variationsbredden et rimeligt mal for spredningen af
data. Men hvis dataene har tendens til at klumpe sammen i midten, er den robuste
kvartilbredde et bedre bud pa spredningen af data.

3.2. Fordelingen af datapunkter — symmetri og outliers

Et boksplot kan give et godt fingerpeg om, hvorvidt fordelingen er symmetrisk eller
asymmetrisk. I tilfaeldet med konditallet er det fx tydeligt, at sdvel den hgjre halvdel af
kvartilboksen som den hgjre hale er meget stgrre end den venstre halvdel af kvartil-
boksen henholdsvis den venstre hale. Fordelingen er altsa tydeligt hgjreskaev.

Billedet er imidlertid ikke altid sa klart. Fx kan den hgjre halvdel af kvartilboksen veere
stgrre end den venstre halvdel, mens den venstre hale maske samtidigt er laengere
end den hgjre hale. Man far derfor et bedre mal for fordelingens symmetri eller mangel
pd samme ved at inddrage middelvaerdien. Hvis middelveerdien er stgrre end media-
nen, betyder det at den halvdel af observationerne, der ligger over medianen vejer
tungere - ligger laengere vaek - end den halvdel af observationerne, der ligger under
medianen. Det giver anledning til fglgende:

Definition: Hgjreskaev og venstreskav

En fordeling med en middelvaerdi, der ligger tydeligt over medianen, kaldes hgjre-
skeev, mens en fordeling med en middelveerdi, der ligger tydeligt under medianen
kaldes venstreskaev. Som et mal for skeevheden bruges forskellen mellem middel-
tallet og medianen.

I situationen med kondital har vi fglgende illustration af skaevheden:

Middeltal
Q1 Med Qs
Min Max
@
T T T T T T T T Ih
25 30 35 40 45 50 55 &0 65
kondital

Ovelse 3.5

a) Konstruer et datasaet pad 9 tal, der er symmetrisk omkring vaerdien 5. (To tal siges
at ligge symmetrisk omkring 5, hvis de ligger lige langt fra 5 pa hver sin side af 5).

b) Hvad bliver medianen henholdsvis middeltallet for dette dataszet? Formuler i ord en
regel for median og middeltal for symmetriske datasaet.
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c) Konstruer et datasaet med 6 elementer, der har faelles median og middeltal, men
som ikke er symmetrisk omkring denne feelles veerdi.

Styrken ved et boksplot (evt. suppleret med en middelvaerdi) er, at det giver en god
oversigt over fordelingen. Svagheden er, at det skjuler mange detaljer, da vi jo ikke
kan se selve observationerne i boksplottet, og derfor ikke kan se, om de fx samler sig i
tydelige klumper med tydelige huller i mellem. Boksplottet fortzeller ikke, hvad der fx
foregar inde i kvartilboksen.

Hvis observationer ligger tilstraekkelig langt fra den centrale boks, skilles de normalt ud
som enkeltobservationer. Sddanne observationer betegner vi med det engelske ord
outliers (pa dansk: perifere observationer).

Definition: Outliers

Ved outliers forstar vi observationer, som ligger mere end halvanden kvartilbredde
veek fra enten gvre eller nedre kvartil (dvs. fra kvartilboksen).

I eksemplet med kondital er outliers observationer, der ligger mindst 1,5-14,25 =21,375
veek fra kvartilboksen, dvs. enten 21,375 under fgrste kvartil eller 21,375 over tredje

kvartil. Det er der imidlertid ingen af observationerne, der ggr. Dvs. i denne klasse er
der ingen outliers (ingen perifere kondital).

Ovelse 3.6

Undersgg, om dataseettet med de 56 middeltemperaturer har outliers

Ovelse 3.7

Vend tilbage til datasaettet for drengenes hvilepuls i gvelse 1.10: {65,62,73,58,31,693}.
Er observationen 31 en outlier?

Ovelse 3.8
Et dataszet har kvartilsaettet: Nedre kvartil = 5, median = 8, gvre kvartil = 13.

Hvor lille skal minimumsvaerdien vaere, for at den er en outlier? Hvor stor skal den
stgrste vaerdi veere, for at den er en outlier?

I nogle undersggelser vil man veelge at se
bort fra outliers og vedtage, at sddanne
malinger er udtryk for m8leusikkerhed eller
deciderede fejl i malingerne. Man skal dog
| altid vaere varsom med at fjerne malinger.
Det klassiske eksempel pa en grov fejlta-
gelse er den manglende opdagelse af
ozonhullet, hvor de alarmerende data blev
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fjernet automatisk af satellitten i 1970’erne, fordi de afveg alt for meget fra det forven-
tede.

3.3. Medianen samt 10 pct og 90 pct percentiler

Klimamodellerne bygger pa kendte naturvidenskabelige love, men selvfglgelig er be-
regningerne behaftet med usikkerhed. De tal vi ser i klimaatlasset, er imidlertid ikke
kun resultat af DMI's egen klimamodel, men af 57 forskellige klimamodeller, hver med
deres bud pa fremtidsscenarierne. Disse mange tal vejes sammen, sa vi i klimaatlasset
ser ét tal. Men laag maerke til, som Nicoline ggr, dels at tallet star i en kolonne med
overskriften: Median, og dels at der er to andre kolonner med overskrifterne: Nedre
10-percentil og @vre 90-percentil. Og laeg endelig maerke til, at der ikke star et arstal
som ar 2100, men star: “Slutningen af arhundredet (2071-2100)". Dvs det er gennem-
snittet over de sidste 30 ar af arhundredet.

Reference

(1981-2010) . Nedre: 10- ~ @vre: 90- . Nedre: 10- ~ @vre: 90- . Nedre: 10-  @vre: 90-
Median N ! Median N N Median N .
percentil percentil percentil percentil percentil percentil
Mellem  Absolutte ~mm/degn | 86,48 90,47 79,10 112,97 94,60 81,52 115,40 97,66 76,22 111,99
CO2-niveau
100-3rshandelse (RCP4.5)  /ndring % 6,28 -11,32 27,35 10,10 5,23 33,45 13,43 -11,66 28,84
dognnedber Hgjt CO2-  Absolutte  mm/dggn 86,48 95,06 78,87 110,90 98,11 80,79 120,06 107,49 90,22 139,61
niveau
(RCP8.5)  /Andring % 9,10 -6,49 26,64 13,08 5,22 37,87 24,29 2,69 60,65
MRS e € 8,40 9,24 8,62 9,70 9,92 9,36 10,43 10,37 9,79 10,87
CO2-niveau
. /ndring °C 0,79 0,15 1,52 1,50 0,83 2,19 - 1,29 2,65
Gennemsnits-
Hajt CO2-
temperatur ::Veau Absolutte G 8,40 9,39 9,25 9,54 10,51 10,07 10,87 12,02 11,52 12,60
Andring °C 0,54 1,33 1,52 2,64 - 2,95 4,38
Mellem  Absolutte °c 11,96 12,66 12,09 13,26 13,28 12,78 13,95 13,76 12,97 14,14
CO2-niveau
Daglig max- (RCP4.5)  Andring c 0,70 0,02 1,38 1,42 0,78 2,14 1,71 1,12 2,48
temperatur Hgjt CO2-  Absolutte °C 11,96 12,84 12,55 13,08 13,82 13,45 14,33 15,16 14,68 15,67
niveau
(RCP8.5)  Andring °C 0,88 0,45 1,34 1,91 1,40 2,55 3,18 2,62 3,73

Dette udtrykker de beslutninger om handtering af usikkerhed, som klimaforskerne pa
DMI har truffet:

- Man valger medianen af de 57 bud, som klimamodellerne giver, som det bedste
bud pa, hvor udviklingen vil lande for pagaeldende variable.

- Man skaerer de 10% mest ekstreme bud vaek, og det ggr man bade i top og bund. Sa
det, vi kan afleese ud af klimaatlas, er altsa: I hvilket interval ligger de 80% midterste
bud pé fx en gennemsnitstemperatur i Danmark?

@velse 3.9 Medianen for nedbgr pr dggn

Hent arket der ligger i link nr 12, og svar pa fglgende, idet vi koncentrerer os om gen-
nemsnitsnedbgr (mm/dggn) ved hgjt CO2-niveau og ser pa slutningen af &r-
hundredet (2071-2100)

a) I tabellen indgdr %-vis andring. Hvad er dette andring i forhold til?
b) Hvad er de absolutte tal og hvad er den %-vise andring for medianen pa 8rsbasis?
c) Er der vaesentlige forskelle pd hvordan udviklingen vil forlgbe sommer og vinter?

d) Hvad kan vaere forklaringen p&, at man har valgt medianen og ikke middelvaerdien?
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@velse 3.10 Medianen for gennemsnitstemperaturen

I samme ark ser vi nu pa gennemsnitstemperaturen i de to CO2-scenarier, og ser pa
slutningen af drhundredet.

a) Hvad er gennemsnitstemperaturen pa &rsplan ved henholdsvis mellem og haj CO2-
udledning? Hvad er temperaturstigningen i grader i de to scenarier?

b) I hvilke arstider vil man fa den mest ekstreme temperaturaendring?

@velse 3.11. Percentilerne og de midterste 80%

I samme ark ser vi nu pa intervallerne mellem den nedre 10 % percentil og den gvre
90 % percentil, dvs hvor de mest ekstreme resultater er skaret vaek, og hvor vi ser pa
de midterste 80%.

a) Angiv intervallet for de midterste 80% ved gennemsnitsnedbgren p8 8rsplan.
b) Er billedet mht nedbgr det samme for alle arstider?
c) Angiv intervallet for de midterste 80% ved gennemsnitstemepraturen p§ 8rsplan.

d) Er billedet det samme mht temperaturen for alle arstider?

3.4 Beregn selv tallene for nedbgr og temperatur i slutningen af ar-
hundredet

Hent nu de to excel-ark om henh. nedbgr og temperatur, som ligger pa DMI’s hjemme-
side med undervisningsmaterialer, her: Undervisningsmateriale - Klimaatlas | DMI

Du kan ogsd hente dem i samlingen af ekstramaterialer som link 13 og link 14

Vi vil nu selv prgve at gennemfgre beregninger af den type, der ligger bag tallene i
klimaatlas.

Lad os starte med arket over nedbgr (link nr 13):
1. Laes fgrst introen, der forklarer hvad arket indeholder

2. Vi ser pa scenariet med hgj CO2-udledning. Tallene her ligger i underarket RCP8.5.
Orienter dig i arkets opbygning, og kopier dernaest raekkerne med tal fra alle modeller
fra og med 2071 til og med 2100. Indsaet de kopierede reekker i et nyt underark, du
kan give navnet ‘slutning af 8rh’

For hver af de 57 modeller udregner vi nu den gennemsnitlige vaerdi over de 30 ar. Ggr
det fx saledes:

3. Udregn det farst for model nr 1. Opstil en formel i en celle under tallet for ar 2100,
og lad excel udregne gennemsnittet: Du skal f§ 734,81.

4. Udnyt nu excels facilitet til at kopiere denne formel hen langs raekken, sa den star i
alle sgjler, dvs du har udregnet gennemsnittet for alle modeller.
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5. Du vil undervejs opdage nogle problemer: I kolonnerne med tal fra model 23 - mo-
del 31 mangler tal fra &r 2100. Her gar du ind og retter formlerne, sa du dividerer med
29 i stedet for 30. Og i model nr 36 star der et absurd tal i cellen for ar 2100. Dette
sletter du, og dividerer ogsd her med 29.

6. Nu har vi alle modellernes tal og skal sortere dem, sa vi kan smide de 10% mindste
0og 10% stagrste veerdier vaek. Dette ggres ad flere omgange:

- fogrst kopieres raekken med alle gennemsnitstal og denne indsaettes nedenfor i en
ny reekke idet du vaelger: Indsaet vaerdier. Sa behgver vi ikke bekymre os om
hvad der sker, nar vi manipulerer med celler, der indeholder formler

- dernaest kopieres den nye raekke med vaerdier, og den indszettes som en sgjle,
nedenfor eller et andet sted, idet du vaelger: Indsaet transponering. Denne
kommando ggr raekke til sgjle og omvendt.

- Den transponerede raekke kopieres over i en ny raekke, de 57 veerdier, der nu star
lodret, sorteres (mindste fgrst) — og du skal ikke udvide markeringen, hvis excel
spgrger om det

7. Vi skal nu fjerne de 10% mindste og 10% stgrste tal. 10% giver ikke et helt tal. Lad
os beslutte, at det er 6 tal, der skal fjernes, bade for oven og for neden. Nar du har
fijernet disse 12 tal har du tilbage 45 tal. Hvor stor er fejlen vi begar ved at fjerne 12
og ikke preecis 20%?

8. Den fgrste kolonne i klimaatlas er netop Gennemsnitsnedbgr. Bestem nu ud fra de
resterende 45 tal henh. median samt 10 pct og 90 pct percentilerne for arlig og der-
naest for gennemsnitsnedbgren / degn. Du skal f: 2,31, 2,15 og 2,49. Hent tallene fra
klimaatlas, sammenlign og kommenter.

Ovelse 3.12. Klimaatlas tal for gennemsnitstemperaturen

Gennemfgr samme undersggelse og udregning af gennemsnitstemperaturen ud fra tal-
lene fra de 57 modeller, og sammenlign dine resultater med tallene vi finder i klimaat-

las.

3.5. Spredningsmal i relation til middelveerdien

De spredningsmal vi har introduceret, er knyttet til medianen. Med den rolle middel-
vaerdier spiller i statistik er det imidlertid ogsa vigtigt at kunne give et mal for, hvor
spredte observationerne ligger omkring middelvaerdien.

I den undersggelse af elevers kondital, der er praesenteret i lzerebogen, har vi data for
hele populationen i padgaeldende klasse. I videregdende statistik kan man vise, at det
tal, der maler kvadratroden af det gennemsnitlige afstandskvadrat mellem data og
middeltallet er et velegnet og robust mal!

Det er indholdet i fglgende:
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Definition: Spredning pa et dataszet for en hel population

Har vi givet et dataseet, {yl,yz,..,yn} , der kan betragtes som hele den popula-

tion, vi arbejder med, og har vi beregnet middeltallet, der betegnes y, sa er
tallet s, der beregnes med fglgende formel:

S:J(y1—7)2+(y2—7)2+---+(yn—)7)2
n

et mal for hvordan data fordeler sig omkring middelveerdien

I de fleste situationer vil 95% af datavaerdierne ligge inden for en afstand af
2-s fra middelvaerdien, dvs i intervallet [y —2-5;y+2-5].

s kaldes for spredningen pa dataseettet.

Ovelse 3.12

a) I tabellen over kondital indgar elevernes hgjder. Beregn middeltallet for drenge-
nes hgjder.
b) Beregn spredningen pa drengenes hgjder

Vi vil ikke her g leengere ind i dette omrdde, men blot omtale, at nar vi arbejder med
observationer, skal vi skelne mellem, om dataszettet udggr hele populationen, eller om
datasaettet er en stikprove, der maske kan bruges til at sige noget om en stgrre popu-
lation. I eksemplet ovenfor udggr drengene hele populationen. Men hvis vi i et naturvi-
denskabeligt forsgg gnsker at bestemme en veerdi for tyngdeaccelerationen, eller tem-
peraturen under et bestemt kemisk forsgg, sa kan vi opfatte vores datasaet som stik-
prgver, taget med henblik pa at bestemme den ”sande veerdi”. Der findes jo en be-
stemt vaerdi for tyngdeaccelerationen, uanset hvad vi maler. Vores malinger er en til-
neermelse til den “sande vaerdi”, og har vi mange malinger er det rimeligt at sige, at
middelvaerdien af alle malingerne er et fornuftigt estimat af den “sande veerdi”.

I et bestemt eksperiment har et hold opdelt i 8 grupper forsggt at bestemmme tyngde-
accelerationen, g ved at male pa pendulsvingninger, idet g indgar i formlen for sam-
menhangen mellem svingningstid og pendulleengden. Resultaterne var fglgende:

G = {9.73, 9.84, 9.79, 9.77, 9.83, 9.80, 9.91, 9.86}
Regn selv med! Vi bestemmer middelvaerdien:
middel(G) = 9.816

Dette er vores estimat for den sande veerdi af tyngdeaccelerationen. @nsker vi nu at
bestemme et interval omkring den estimerede middelvaerdi, hvor indenfor 95% af ob-
servationerne ligger, sa skal vi i sddanne situationer anvende en justeret udgave af
formlen ovenfor, hvor vi dividerer med 1 mindre end antallet, dvs 7 i dette tilfaelde.
Dette spredningsmal har faet sit eget navn: Standardafvigelsen (engelsk: Standard
Deviation):
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Standardafvigelse(G)=

\/(9.73 —9.816)* +(9.84 —9.816)* +(9.79—9.816)* +(9.77 —9.816)* +(9.83—9.816)* +(9.80—9.816)* +(9.91—9.816) +(9.86 —9.816)’
7

Vi bestemmer dette tal til: 0.056

Vi sammenfatter i fglgende:

Definition: Standardafvigelsen pa en stikprgve
Har vi givet et dataseet, der kan betragtes som en stikprgve af en stgrre popu-
lation, og har vi beregnet et estimat y, for den stgrre populations “sande mid-

delveerdi” y, s er tallet o, der kaldes for standardafvigelse, og som har form-
len:

I 2 R (A e (A
O-_\/ ) - n—1

et mal for hvordan data fordeler sig omkring middelveerdien. I de fleste situa-
tioner vil 95% af dataveaerdierne ligge inden for en afstand af 2-o fra middel-

vaerdien, dvs. i intervallet [)7—2-0';)7+2-0'].

Vi anvender sdledes folgende symboler: Datasaettets middeltal: y. Den sande middel-
veerdi: 4. Den empiriske spredning: s. Standardafvigelsen: o.

@velse 3.13. Spredningen for autentiske datasazet.

Du kan finde en raekke autentiske datasaet fra naturvidenskabens historie I projekterne
til Hvad er matematik? 1 som findes her: Hvad er matematik? 1 - LRU.dk (praxis.dk)

Se fx i projekterne 2.6 og 2.7. Argumenter for, hvilken af de to situationer vi her befin-
der os i, og beregn det relevante spredningsmal.
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4.
Klimaforandringer
numerisk og grafisk

Arlig middeltemperatur

Model-ensemble pd 57
—  Ensemble-gennemsnit
— DK-klimamodel

2020 2030 2040 2050 2060 2070 2080 2090

DMI’s klimaatlas er siden det blev lanceret blevet udbygget med store dataszet, der gor
det muligt at arbejde dynamisk med de forskellige scenarier. Det sa vi allerede i kapitel
3, hvor vi brugte materialet til gennemberegninger at fa en bedre indsigt i, hvor tallene
i klimaatlas kommer fra. Datamaterialet gor det lettere at fa de statistiske begreber pa
plads, nar man selv har mulighed for at bestemme deskriptorerne og frembringe grafer.
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4. Klimaforandringerne - numerisk og grafisk

Kan man se, hvordan udviklingen frem til &r 2100 vil veere, spgrger Nicoline om i fil-
men. Det demonstrerer Martin Olesen, at man kan, og fra arsskiftet 2021/22 har DMI
lagt et materiale frem i form af excel-ark med tidsseriedata for nedbgr og temperatur
for alle 57 modeller, som alle kan ga ind og eksperimentere med.

Du kan hente disse ark direkte fra DMI’s side med undervisningsmaterialer:

Undervisningsmateriale - Klimaatlas | DMI

Eller du kan hente dem fra samlingen af links, hvor det er link nr. 13 og link nr. 14.

Du bgr fgrst orientere dig om opbygningen af excel-arkene. Det er beskrevet i under-
ark 1.

I de fgrste opgaver refererer vi med hhv. "nedbgr RCP8.5” og “temperatur RCP8.5" til
tidsserierne pd underark 3 i regnearkene. RCP8.5 angiver, at dette er scenariet med
hgj CO2-udledning.

Det er pa disse to sider der ligger modelberegninger der er kalibreret ud fra gennem-
snitsmalinger for hele Danmark i perioden 1981-2005. De 57 forskellige modeller giver
hver iszer deres eget bud pa mulige fremtidsscenarier frem til ar 2100.

4.1 Beregninger og grafer ud fra Temperaturarket over de 57 modeller
Vi starter med at fa beregnet nogle statistiske deskriptorer ude i "hgjre del” af regne-
arket. Det er det bla omrade her (for temperaturarket):

BE BF BG BH Bl BJ BK BL BM BN BO BP BQ
Model 56 Model 57 |[middel |min nedre kvalmedian  |@vre kvart|max 10% perc.90% perc. |Til Percentil-box-plot

b 8.44643 8.8476| 8.21637| 6.24488| 7.51673| 8.43691| 8.78393| 9.86367| 6.76187| 9.56421| 6.24488| 8.43691| 9.86367
I 8.29437 8.42246| 8.11144| 6.70861| 7.49153| 8.17344| 8.85731| 9.68463| 7.09876| 9.02605| 6.70861| 8.17344| 9.68463
. 9.23599 8.22626 8.1631| 6.70325 7.6083 8.2176| 8.55911| 9.46315| 7.30454| 8.98014| 6.70325 8.2176| 9.46315
i 8.13094 8.31826| 7.8678| 6.17555| 7.30485| 7.66592| 8.22039| 10.6435| 7.08617| 8.98544| 6.17555| 7.66592| 10.6435

Disse beregnede data bruges i flere af de fglgende opgaver.

Lad os se, hvordan vi far Excel til at beregne dette for os.

@velse 4.1 Modellernes beskrivelse af temperaturudviklingen
Abn "Temperatur RCP8.5” og prov feglgende:

a) Beregn med excelkommandoen “MIDDEL” middelveerdien i &r 1981 for de 57
modeller i kolonnen BG.

Kommandoen "KVARTIL.MEDTAG(omrade;kvartil)” kan finde bade mindste og stgrste-
veerdi for det valgte omrade samt hele kvartilsaettet, alt efter hvad tallet "kvartil” saet-
tes til. Seettes vaerdien til 0 eller 4 findes hhv. mindste- og stgrstevaerdien og veerdier-
ne 1,2 og 3 giver nedre kvartil, median og gvre kvartil.

b) Bestem for &r 1981 mindste- og stgrstevaerdierne samt kvartilsattet for de 57
modeller som vist i kolonne BH-BL ovenfor.

I filmen tale Martin ogsa om percentiler. Disse kan findes med kommandoen
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"FRAKTIL.MEDTAG($B2:$BF2;0,1)”, hvor tallet 0,1 giver 10% percentilen, mens 0,9 vil
resultere i 90% percentilen.

c) Beregn tallene i kolonnerne BM og BN, dvs. 10% fraktilen og 90% fraktilen

Der findes ogs@ kommandoer til beregning af 8 | Indsast funktion
Varians og spredning for et datasaet. De forskel- f
lige funktioner kan findes ved at klikke pa f, - _ : : S

knappen | v&rktgjsbj&lken 0g s(age i statistik- MO::; . Sg:c;: kort beskrivelse af, hvad du vil foretage dig, og klik derel

menuen: 8.6301
7.80507

Sag efter en funktion:

Eller veelg en kategori: | Statistik

d) Beregn spredning og varians pa kolonnerne (ikke vist pa figuren ovenfor)

Du kan nu markere de beregnede celler og “traekke” dine beregninger ned, sa du be-
regner tidsserierne for det udvidede kvartilseet for alle modellerne for ar 1981-2100

e) Prgve at lave box-plot p§ nogle af de udvidede kvartilsaet for et par argange.
Box-plot laves ved at markere et udvidet kvartilsaet, vaelge indsaet-> diagram-
>alle diagrammer og vaelge "kasse med hale”. Det kan se saledes ud:

f) Du kan ogsa preve at lave “percentil box-plot”
som det i filmen ved at lave to kopier af sgjler-
ne med 10% og 90% percentilerne (se oven- B ocoxios: [ sox 1082
for) og sa markere de sidste 5 kolonner for en
argang

Box og percentil (10/90%) plot

[ percentit 1983 [l Percentil 1984

12

10
Vi prgver nu at kigge pa hvordan tidsudviklingen af 4-{1

modellernes temperatur forudsigelser ser ud

O N B OO

@velse 4.2 Grafisk fremstilling - tidsserier

a) Excel er et glimrende program til at undersgge
statistiske deskriptorer, som vi vil se neden for. Men som graftegningsprogram er
det ringe. Allerede med 5 grafer bliver det et mudret billede. Vi lsegger derfor data
over de 57 modeller ind i et matematisk veerktgjsprogram som GeoGebra eller Ma-
ple. Ggr vi det og tegner vi tidsudviklingen for fgrste to modeller, far vi falgende bil-
lede i Maple:
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T T I ! I T T
2000 2020 2040 2060 2080

De to modeller fglger hinanden i forblgffende grad.
Prov selv at tegne en grafisk fremstilling af de forste 10 modellers tidsudvikling. Du
skal fa noget der ser sdledes ud:

T T T T T T T
1980 2000 2020 2040 2060 2080 2100

b) Veaelg selv nogle modeller tilfeeldigt ud og tegn tilsvarende grafer.

c) Tegner vi en spaghettigraf over alle 57 modeller det umiddelbart noget kaotisk
ud, men der er alligevel en tydelig ensartet tendens:
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1980 2000 2020 2040 2060 2080 2100

@velse 4.3. Er der en klar tendens for temperaturudviklingen?

a) Lav et nyt plot hvor du i samme koordinatsystem plotter tidsudviklingen af stgr-
ste og mindste-vaerdierne for alle modeller samt kvartilsaettet. I et exceldiagram
ser det sdledes ud:

"Box-plot"

16
14

12

Min
O]
= 10 Median
2
©
g 8 Max
1S 1. kvartil
S 6

3. kvartil

......... Lineaer (Median)
y =0,0376x + 7,7123
R2=0,96

0 20 40 60 80 100 120 140
Antal ar efter 1981

Forklar med dine egne ord, hvad dette diagram illustrerer.

b) Diagrammet kaldes et diagram over "boksplot”. Tegn ved hjaelp af diagrammet
boksplottet for modellernes bud pa middeltemperaturen 60 ar efter 1981.

c) Lav et lignende plot over hvordan middelvaerdi og median for temperaturerne
udvikler sig fem mod ar 2100.
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d)

Det grafiske billede fra c) vil vise, at der kun er meget lidt forskel pa om man
anvender median eller middelvaerdi i beskrivelsen af temperaturudviklingen? Er
det hvad du ville forvente, eller er det en overraskende opdagelse? Begrund dine
svar - ga evt. tilbage til kapitlet om median og middelveerdi.

@velse 4.4 Matematisk modellering af middeltemperaturens udvikling

Vi fokuserer nu pa tidsudviklingen af gennemsnittet.

a)

b)

)
d)
e)

f)

Gennemfgr bade lineaer regression og eksponentiel regression pa dataserien
over middeltemperaturens udvikling.

Hvilken absolut arlig temperaturstigning forudsiger din lineaere model?

Hvilke %-vis arlig temperaturstigning forudsiger din eksponentielle model?
Find ogsa residualerne for de to modeller.

Hvilken model vurderer du bedst beskriver tidsudviklingen af middeltemperatu-
ren i drene 1981-2100?

Er residualerne normalfordelte? Eller er der en tendens i tidsudviklingen som
modellerne ikke tager hgjde for?

@velse 4.5 Kalibreringen af modellerne ud fra den kendte periode 1981-2005

Alle modellerne er baseret pa det samme datamateriale, nemlig gennemsnitstempera-
turerne for arene 1981-2005, men hvor "enige” er de forskellige modeller egentlig i
denne periode?

a)
b)

c)
d)

Beregn spredningen ar for ar gennem hele tidsperioden.

Sammenlign resultaterne for 1981-2005 med resultaterne for den efterfglgende
periode.

Er modellerne mere ens i denne periode end pa langt sigt?

Nar temperaturerne for 1981-2005 er kendte, hvorfor anvender modellerne sa
ikke bare de tal? Hvorfor kan de have forskellige bud pa tal, man kender?

4.2 Miniprojekt: Beregninger og grafer ud fra Nedbgrsarket

Du kan nu gentage de samme undersggelser som ovenfor med "nedbgr RCP.8.5" for at
finde tidsudviklingen af modellernes nedbgrsprognoser. Men fgr du ggr det: prgv at
overveje hvad du vil forvente pa baggrund af resultaterne fra de ovenstaende opgaver.
Du kan f.eks. overveje spgrgsmal som:

Hvilken sammenhaeng er der mellem temperatur og luftfugtighed?

Hvad vil det betyde for den kommende maengde nedbgr?

Hvad sker der med temperaturen nar vanddamp kondenseres til flydende vand
oSsV.

34



o a
TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN
5.
Jordens middeltemperatur
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Alle har hart om begrebet drivhuseffekt, men hvad betyder det egentlig? | dette kapitel
vil vi fa en grundigere indsigt i begrebet. Og vi vil med beregninger og eksperimenter
folge op pa Nicoline og Martins udregning af Jordens middeltemperatur, og denne
afhaengighed af drivhusgasser og af Jordens albedo.
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5. Jordens middeltemperatur og energiregnskab

5.1. Matematisk model over indstrdling og udstradling.
Vi vil lave en model for Jordens overfladetemperatur. Modeller et altid en simplificering
af virkeligheden. P& den made bliver det til at h&ndtere og vi kan analysere hvordan de
enkelte dele i modellen pavirker temperaturen. Det er en model for den gennemsnitlige
temperatur pd Jorden. Den stgrste simplificering er at vi beregner den gennemsnitlige
temperatur. Det er meget sveert at lave modeller for lokale temperaturer og dets varia-
tioner, det er netop det DMI bruger deres supercomputer til.

100%  UNIVERSET o ¥ &5%
e 3
TR Feifiakicnct

o

=
meﬂrﬂm AR ?I-"'— . s
M | TR
Modellen simplificerer Jordens form til en kugle med samme radius til centrum pa hele
overfladen. Vi antager ogsa, at den energi som kommer fra solen hvert sekund, er den

samme. Vi tager dermed ikke hgjde for den elliptiske bane Jorden beveaeger sig i og
heller ikke at Solens aktivitet varierer.

Det kan veere sveert at vurdere om de forsimplende antagelser har stor betydning for
det resultat man kommer frem til. En del af den videnskabelige debat om IPCCs frem-
skrivning af Jordens klima er netop hvilke antagelser der ligger bag beregningerne og
hvad de betyder.

Modellen kan illustreres med et flowdiagram hvor den udsendte energi afthaenger af
temperaturen. Solen udsender energi som Jorden modtager, E;,4, 0g Jorden sender
energi mod verdensrummet, E, ;.

Sal
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Til det folgende: Se filmens animation, hvorfra billedet p8 kapitelforsiden er hentet

Modellen er en statisk model som beskriver hvad der sker nar der er ligevaegt mellem
hvor meget energi Jorden modtager og udsender igen. Denne ligevaegt kaldes stra-
lingsbalancen.

Jordens temperatur bliver bestemt af en ligevaegt mellem den straling vi modtager fra
Solen og den straling vi sender ud i verdensrummet.

Vi bygger modellen op med

e Indstraling, som afhaenger af den energi, der kommer fra solen samt af albedo-
en - se nedenfor.

e Udstrdling, som afhaenger af Jordens temperatur og drivhuseffekten.

e Arealet som modtager straling og arealet som udsender, de er nemlig ikke ens.

5.1.a Modtager som en cirkel, men udsender som en kugle.
Den straling vi modtager fra Solen afhanger af solens overfladetemperatur, som er T =
5505°C eller i kelvin T = 5778K, og afstanden til Solen, d = 1Au = 1,496 - 10''m. Den ind-
stralede energi hvert sekund per kvadratmeter vinkelret pa solindstralingen, kaldes

J

m-s*

Solarkonstanten k = 1362

Da Jorden er en kugle, er det kun lige om-
kring aekvator, midt pa dagen, at overfladen
stdr vinkelret pa solindstrdlingen. Hvis vi skal
finde ud af hvor meget energi der kommer
fra Solen pa en kvadratmeter afhanger det
af hvorndr pa dage vi undersgger det.

Der er mest indstraling midt pa dagen, min-
dre om morgenen og aftenen og slet intet om
natten. Det kan jo blive en ret besveerlig ud-
regning hvis vi ikke tager lidt geometri til
hjeelp. Hvis vi klapper kuglen samme s3a den
bliver til en cirkel, vil hele overfladen st3 vin-
kelret pa indstralingen. Figuren viser Jorden set fra rummet, hvor det oplyste areal
netop kan se ud som arealet af en cirkel.

5.1.b Den samlede indstriling.
Den samlede indstrdling kan estimeres ved at se pa en cirkel med samme diameter
som Jorden, R = 6,3781366 - 10°m =~ 6.378km. Alt stralingen er vinkelret pa cirklen og det

samlede areal er A=mn-R*=1,478-10" n?’
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@velse 5.1 Hvor lang tid skal solen skinne for at deekke Jordens arlige energi-
forbrug?

Der kommer meget energi fra Solen. En made at fa et begreb om det, er ved at bereg-
ne hvor lang tid det tager for at fa nok energi til et helt ars forbrug. I 2019 estimeres

det samlede energiforbrug for hele Jorden at vaere E(2019) = 580-10*J.

Den samlede energi Jorden modtager per sekund E,, = K - A og den samlede energi
efter t sekunder er E(t)=E,, -t

a) Opskriv et udtryk for tiden t, som funktion af k, A og E
b) Vis, at det tager under en time for Solen at levere energi nok til at deekke et ars
energiforbrug.

Det er denne enorme energitilfgrsel der ggr interessen for solceller og mere indirekte
for vindmgller s& stor (vindmeller udbytter at sol-indstralingen giver temperaturaen-
dringer som skaber hgjtryk og lavtryk og derfor vind).

5.1.c. Den samlede udstraling
Jorden udsender langbglget varmestraling tilbage til rummet fra hele overfladen, dvs
fra en kugle med radius R.

Et legemes udstraling af energi afhaenger af dets temperatur. Et redglgdende stykke
jern udsender mere straling end et stykke ved stuetemperatur, men selv ved stuetem-
peratur udsendes varmestraling. Det er netop denne varmestraling fra levende dyr og
mennesker man kan se pa et varmefglsomt infrargdt kamera. Intensiteten af stralingen
er givet ved Stefan-Boltzmanns lov som siger at den udstralede effekt per kvadratme-
ter er proportional med temperaturen (malt i kelvin) i fjerde potens.

Skrevet som en formel ser det sdledes ud: varmestraling/m*=0-T*, hvor konstanten o
kaldes Stefan-Boltzmanns konstant

Nar Jorden bliver varmere, vil varmestralingen derfor vokse markant. Dette vil ske,
indtil der er ligeveegt mellem indstraling og udstraling. Dette kaldes str8lingsbalance,
eller energibalance.

Drivhusgasser i atmosfaeren absorberer de langbglgede varmestraler og gor det svaere-
re for dem at slippe ud. Den andel af varmestralingen som slipper ud betegnes e. Den
samlede udstraling per sekund er sa

E, :overfladeareal-(varmestréling/mz)-e :(4-7r-R2)-(0~T4)-e

5.1.d Albedo

En del af den kortbglgede strgling fra Solen bliver reflekteret, enten i atmosfaeren af
skyer eller pd Jorden af hvide overflader, primeert is og sne. Denne indstraling bliver
derfor sendt direkte tilbage ud i rummet og bidrager ikke til opvarmning af jorden. An-
delen af straling som en overflade reflektere kaldes Albedo og Jorden har en gennem-
snitlig albedo pa 0,3. Albedovaerdien varierer meget over kloden med en hgj albedo i
polaregnene med is og sne og lav i byer med sort asfalt.
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@velse 5.2 Vaerdien af albedo.

e Argumenter for at albedoen, a har veerdier mellem 0 og 1.

N&r en andel pa a reflekteres, sa er der 8benbart en andel pa 1—a, der fastholdes af
Jorden. Den indstralede energi per sekund kan nu skrives som

E/'nd = (1 - (1) ' Acirkel ’ k

@velse 5.4. Energibalance og drivhuseffekt

a) Antag at der er energibalance, dvs E, , = E ;og vis: T =2 /—k;‘ (1-a)
-0-€

b) Undersgg hvad formlen viser om temperaturen nar drivhuseffekten, e og albe-
doeffekten, a, andrer sig.

¢) Udregn Jordens temperatur hvis der ikke var en drivhuseffekt, dvs e =1. Om-
regn til grader celsius.

d) Isoler e i ligningen og udregn den ved en gennemsnitstemperatur pa 14°C.

e) Undersgg hvad temperaturen bliver hvis e forgges med 1, 5, 10 eller 20 pro-
centpoints.

f) Overvej hvad en forggelse af drivhuseffekten har pa albedoveerdien og derved
pd temperaturen.

Formlen for temperaturen er udledt for hele Jorden ud fra en global stralingsbalance.
Den viser, at der kun er to handtag at dreje pa, hvis man vil styre Jordens temperatur,
enten mangden af drivhusgasser eller albedovaerdien. Mens andringer i mangden af
drivhusgasser er et globalt faenomen, kan albedovaerdierne variere meget og kan have
stor betydning for det lokale klima.

@velse 5.5 Lokal albedo

a) Undersgg ved opslag hvad albedovaerdien er for forskellige overflader, graes, be-
ton, asfalt og sa videre.

b) Overvej hvordan man kan andre albedoveaerdien for en by.

c) Find information om det og diskuter om det er en god ide.

5.2. Udledning af formlen for Jordens middeltemperatur i filmen
Her kommer en gennemgang af udledningen i filmen. Resultatet er selvfglgelig det
sammen, som I udledte ovenfor.
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Du skal selv svare pa det, der spgrges om i hgjre kolonne (markeret med gult).

Set fra Solen er Jorden en cirkel-
skive med areal m-R%.

S& den energi vi modtager er en
konstant gange dette areal.

=k-A_  =k-n-R’

modtaget cirkel

Albedo-effekten ggr, at en pro-
centdel af denne energi reflekte-
res. Dette kaldte vi a. Resten, dvs

(1 - a) treenger ned til Jorden.

Eind = Emodtaget ’ (1 o (1)
=k-m-R*-(1-a)

Argumenter for at det
er andelen(1 - a)

som bidrager til op-
varmning af Jorden.

Udregner vi dette pr arealenhed,
skal vi dividere med jordens over-

fladeareal, som er 4 - - R’

E, _k-m-R-(1-0)
Areal 4.-m-R?
_k-(1-a)
4

Vis mellemregninger-
ne, ...

Den energi, Jorden udstrdler kan
beskrives ved en fysisk lov, der
siger, at varmeudstralingen pr
arealenhed er lig med en kon-
stant, o (sigma) der kaldes Stefan
Boltzmanns konstant, ganget med
temperaturen T i 4 potens.

Vi husker, det kun var en pro-
centdel pa e, der slipper ud, sa
det ganges pa.

E, /Areal =o0-T"-e

Argumenter for at det
er andelen e der ud-
sendes.

Hvis der er ligevaegt, kan vi opstil-
le ligningen, og i denne isolere
stgrrelsen T

E,, /[ Areal =E , / Areal
hvilket medfagrer

_k-(1-a)
4.0-€

T4

Opstil ligningen og vis
at det giver sammen-
hangen medT*

Isoler temperaturen i ligningen.

7_=4/k-(1—a)
4.0-¢€

Argumenter for at
den 4. rod ikke kan
indeholde noget ne-
gativt og tjek det.

En jord uden atmosfaere

Brug formlen til at
bestemme Jordens
middeltemperatur
hvis der ikke var no-
gen drivhuseffekt, dvs
e=1
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5.3. Miniprojekt om Albedoen

Albedoen er et udtryk for den del af den kortbglgede solindstraling der reflekteres fra
en given overflade. Forskellige overflader reflekterer forskellige maangder af sollys, alt
afhaengig af farve, struktur/tekstur, ruhed og ikke mindst vinklen pa den indkomne
solstraling samt eventuelt skydaekke.

Den indkomne solstraling og refleksionen af samme kan males i LUX (smartphone) el-
ler W/m?2 (pyranometer), som er udtryk for maengden af indkommende eller udgaende
kortbglget strdling per arealenhed. Maleresultaterne kan sammenlignes via folgende
omregning: 1 lux ~ 0,0079 W/m? .

100% 80% 100%

10%

Hgj albedo Lav albedo

Formal:

At bestemme albedoen for forskellige overflader rundt omkring pa skolen.

Udstyr:
Smartphone med en Galactica Luxmeter app (eller lignende), eller et pyranometer.

(' 3\

g

iPhone Pyranometer
Fremgangsmade:

Smartphone:

For at foretage en maling orienteres telefonen saledes, at ét af kameraerne (front eller
bag) modtager enten indkommende straling eller udgaende straling (refleksion) fra en
given overflade. NB! Husk at bruge det samme kamera til alle malinger, og pas pa med
at skygge for kameraet. Man kan med fordel tage billeder af de undersggte overflader
pa forhand, og tilsvarende tage screenshots af lux-veerdierne pd skaermen til senere
aflaesning. Der foretages 3 malinger af refleksionen fra hver overflade I undersgger og
3 mélinger af den tilhgrende indkommende straling (fas ved at vende kameraet 180
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grader). Disse data indfgres i det udleverede dataark (nederst i dette dokument) til
senere bearbejdning.

Pyranometer:

Det er vigtigt at pyranometeret holdes vandret under méalingerne, og at apparatet hol-
des i samme hgjde ved maling af indkommende og udgdende kortbglget strdling. Og
hér skal man igen passe pa ikke at skygge for indstralingen.

Databehandling:

Udfyld nedenstdende tabel ved at beregne albedoen for hver overflade I har malt pa:
Reflekteret lysstyrke (Lux eller W/m2)

100 (9
Indkommende lysstyrke (Lux eller W/m/2) X (%)
Refleksion fra overflade Indkommende straling Albedo
(gennemsnit af (gennemsnit af (beregnet)
3 malinger) 3 malinger)
Diskussion:

Hvad viser jeres malinger? Sammenlign eventuelt med nedenstdende figurer og tabel-
ler, dér hvor det giver mening.

25-50%
Reflektion /'
fra skyer
Tynd sky
Lav Solen i
solindfalds- zenith
vinkel
50-80% 3-5%
A A
Hawv

70-90% A 75-95%
Reflektion 4 15 350
fra skyer -25%
A
5-15%
' S
k - 10-20% A o
A
10% 5_]: /u " uﬂ Tor jord-
10-20% A ] - “L“ overflade
35-45% A h 2 L "Nile-
Sl A Chatr traeer
A s Lovieldende
e traeer
—— vad
Graes- jord Sroﬁﬁ d
. Tert sand gang pe e
Wil e (ilitter) Kontinent

(strand)
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Overflade beskrivelse Albedo 1%
Jord Mork og vad 5%

Lys og tor 40 %
Sand 15 -45%
Gras 16 -26 %
Skov Lovskov [15-20 %

Nileskov 5-15 %
Sne Gammel 40 %

Ny 95 %
Asfalt Ny %

Gammel 10 %

“"Hvid” asfalt 20 %
Bceton Gammcl 20-30 %

Ny "lys”/ traditionel | 40-50

Konklusion:

Hvad kan I konkludere pa jeres undersggelse?

Dataark til Albedogvelse

Overflade/ Farve Afstand til Refleksion fra Indkommende |
materiale overflade overflade ysstyrke
(Lux / W/m? aflaest) (Lux / W/m? aflaest)
1. 2. 3. 1. 2. 3.

Bemeaerkning

(lys, skygge,
glat/ru m.m.)
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TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

6.
Isen og havniveauet

Annual Arctic.SeaJdece Minimum Area

7 : -

Milllons km
-

1975 1980 1 2030 2015 2020

Et af de mest markante billeder pa klimaforandringerne far man ved at kigge nordpa til
vores venner i Gronland, siger Martin Olesen et sted i filmen. Der har veeret foretaget
malinger pa havisens udbredelse og pa tykkelsen af de grgnlandske indlandsis gennem
mange artier. | dette kapitel vil vi regne pa, hvad konsekvenserne af afsmeltningen
bliver, der lzegges op til en reekke eksperimenter, og vim vil fa en overraskende indsigt
i, hvad Grgnlands iskappe betyder for hele klodens tyngdefelt!
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6. Isen og havniveauet

I dette kapitel anvendes matematiske veaerktajer, der kan gives os approksimationer,
som letter beregningerne. Det er bl.a. Taylor-polynomier Et kortfattet materiale herom
kan hentes i ekstramaterialerne, hvor det er link 15

6.1. Indlandsisens samlede masse “
Vi skal nu undersgge, hvad der sker, hvis Grgnlands indlandsis smelter.

Den Grgnlandske indlandsis er verdens naeststgrste,
efter Antarktis. Kortet viser udbredelsen af den grgn-
landske indlandsis. Nedenfor ser du en forstgrret versi-
on, hvor vi kan se at tykkelsen af iskappen er angivet.
Denne bestemmes ved satellit-malinger. Ud fra dette
kort kan man bestemme, at isens volumen er:

2,8 millioner km®> =2,8-10"m’
Isen har en massefylde pa p;; = 917kg/m3, hvilket giver
et volumen vand hvis det smelter p3,

« S )y

Nuu
(Godthab) ¥

Thickness of Greenland ice sheel

Thickness over 10 m above bedrock and
mean sea level

"\; < | g égz 2 capital
[y S ZZSDD m major settlement el
Y o s 2,000 m Dﬁirﬁsﬂ name (Danish name)
r Sea k- 4 | L500m A 3,205 m location of maximal thickness e

1,000
10 z —+ GIsPz  location of GISP2 drill

Lambert conformal conic pr)j(‘(JIUF] WGSB4 datum 60°
{ standard parallels: 66°
v central meridion: 42

scale: 1:8,000,000 (precision: 2 km)
(km) 400

) daqurtd
(Julianehd

ﬁ
i ATLANTIC OCEAN 20° - 33:0
. 917 kg/m’
V. ., = Pis = —9/3 -2,8-10°m’ =2,57-10°m?
Prand 1000kg/m

@velse 6.1. Hvor meget stiger havniveauet?

Det er jo meget vand, men Jorden er ogsa stor, sa hvor meget betyder det? Vores mo-
del af Jorden er en kugle med radius, R = 6371 km, hvoraf 71% er hav.

a) Beregn arealet af havoverfladen pa Jorden.
b) Beregn den forggede vandstand hvis vandet fordelte sig jeevnt.

(Du skal f&: 7,1 meter)

6.2. Miniprojekt: Indlandsisens betydning for Jordens tyngdefelt.

De 7,1 meters havstigning bliver ikke fordelt jeevnt. Det skyldes at den enorme mas-
se som Indlandsisen udggr, sendrer pa Jordens tyngdefelt. Vi vil se pa hvordan vandet
fordeler sig pa Jorden, nar Indlandsisen traekker i den. Udledningen er baseret p§ en opgave
til den internationale fysikolympiade som blev holdt i Danmark i 2013, http://www.ipho2013.dk/.
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Vi skal beregne den andring i vandhgjden i Kgbenhavn, h, som skyldes Indlandsisens
tyngdepavirkning.

Vi tager udgangspunkt i den potentielle energi, U;,;, som en testmasse, m, har placeret
i afstanden, Ry + h fra Jordens centrum og r fra Indlandsisens centrum. Jordens masse,
Mg = 5.97219 - 10%*kg, og isens masse er M;; = 3.17 - 10®kg = 531 - 107" M.

Model af Jorden med indlandsisen, hvid cirkel, testmasse, grgn cirkel.

Den potentielle energi kan skrives som,
U = GMgm GM;gm
tot ™ Rg+h r

Vi skal nu have omskrevet fgrste brgk sa vi ved approksimation kan slippe af med
naevneren.

a) Divider teeller og naevner med Rg.
b) Seet G, Mg, m,1/R; udenfor parentes.

I skulle gerne fa dette resultat,

1 Mis/ME>
1+h/R;  7/Rg

Tyngdeaccelerationen, g = GM;/R2 = 9.82m/s? , hvorved udtrykket kan omskrives til

1 Mis/ME)
1+ h/Rs | 7/Rg

Usor = ~GMgm /R, (

Utor = _ngE<

1
" 1+h/Rg 1 - h/Rg.

c) Brug din viden om approksimationer (se link 15) til at vise at

d) Hvad skal geelde for at approksimationen holder?

e) Brug udtrykket til at omskrive U,;.
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Resultatet af anstrengelserne skulle gerne vaere:

)

UtOt = _ngE (1 - h/RE +

Her vi kan isolere hgjden, h.
; : _ Utor |, Mis/Mg
f) Vis at det giver, h = R + g T e Rg
M

S;ME Rg, hvor h, er hgjden hvis vi ser bort fra indlands-
E

Det kan omskrives til h = hy + ri/

isens indflydelse.

Vi kan nu se at hgjdeforskellen afhanger af forholdet mellem massen af is og Jordens
masse, M;;/Mg, og afstanden til is-kappen i forhold til jordens radius, r/Rg. Vi vil bruge
trigonometriske argumenter til at bestemmme et udtryk for r/R.

Trekantens tre hjgrner, iskappe, centrum og m pd tegningen ovenfor betegnes (A,B,C).

e Argumenter for at |AB| ~ |BC|. Be-
maerk at |BC| = Ry + h = Rg(1 + h/Rg).
Man far ikke mere information ud af
at raeekkeudvikle et polynomium, s&
her vurdere man direkte.

e Argumenter for at vinkelhalverings-
linjen til 6 star vinkelret pa |AC| og at
den deler |AC| i midten.

e Brug viden om retvinklede trekanter
til at bestemme r som funktion af 6.

Resultatet skulle gerne vaere at, r = 2|sin(6/2)|, hvor vi tager den numeriske veerdi for
ikke at fa negative afstande.

g) Indseet resultatet i formlen for h.

1,69m

h) Indsaet tal og vis at h = hy + 5@/l

Kgbenhavn ligger ca 3500km fra Indlandsisen. Hvis vi regner i radianer, giver det vink-
len, 6 = 0,549. Hvis vi saetter det ind, far vi

1.69m
sin(0,549/2)
Hvis al Grgnlands indlandsis smelter vil effekten som skyldes tyngdekraften altsa vaere

at vandstanden falder med 6,2m i Danmark. Her er der ikke tage hgjde for den gene-
relle vandstigning pa 7,1m som vi beregnede i starten.

h=h0+ =h0+6,2m
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Ovelse 6.2
e Find Nuuk pa google maps og mal en cirka afstand til midten af Grgnland.

e Beregn vandstandsfaldet i Nuuk som fglge af at Grgnlands indlandsis smelter.

6.3. Nar indlandsisen smelter - projektopgaver om stigning i havniveau
og a2&ndring i tyngdefeltet

Model 1. Hvor der ikke tages hensyn til vandets indflydelse pa massemidt-
punktets placering

I denne opgave skal vi med en simpel model beregne hvor meget vandet vil stige, hvis
indlandsisen smelter. Da det er en forsimplet model, kan vi nok ikke regne med at re-
sultaterne er helt eksakte, men til gengaeld er de overraskende!

Vi starter lige med lidt data om jorden, vandet og indlandsisen hentet fra internettet

Jorden radius 7,4 6371-103m
Samlede rumfang af flydende vand pa jorden | 1,35-10'8 m3
Rumfanget af indlandsisen 2,9 -10°m3
Massefylde af is 917 kg/m3
Massen af jorden 5,97 x 10%*kg

I vores simple model antager vi nu, at jorden er kuglerund med en radius som angivet
i tabellen. Udenpa denne kugle flyder et hav af vand hvis overflade ligger som en kug-
leskal omkring jorden med centrum i systemets samlede massemidtpunkt. Rumfanget
af “vandskallen” er givet ved tabellen. Indlandsisen er placeret “pa toppen” af jorden
som vist herunder, og vi opfatter al isen som om den er placeret i et punkt.

Pointen er, at hvis der ikke er nogen indlandsis og vi kun har jord og vand vil masse-
midtpunktet for systemet ligge i jordens centrum og vandstanden vil veere den samme
overalt pa jorden (figuren herunder til hgjre). Men hvis der er indlandsis, vil systemets
massemidtpunkt veere forskudt lidt i forhold til jordens centrum og vandstanden vil ik-
ke veere den samme over hele kloden (figuren herunder til venstre)

Forskydning af massemidtpunicter d  { I l/\

Figur 1

Figur 1: Jorden med indlandsis (til venstre) traekker massemidtpunktet lidt op, og
vandet fordeler sig symmetrisk om massemidtpunktet.

I opgaven her skal vi beregne vandstandens hgjde i begge scenarier. Vi starter med
indlandsisen placeret pa land ved nordpolen:
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a) Beregn massen af indlandsisen ud fra tabellens data. Det er denne masse vi
fremover opfatter som en punktmasse

For at finde det forskudte massemidtpunkt, placerer vi fgrst et koordinatsystem med
en akse lodret gennem indlandsisen og jordens centrum, med begyndelsespunkt i Jor-

dens centrum - se figuren herunder

Ismassen (taenkt som et punkt) er altsa
placeret i punktet (0,7j5rq), hvor 7j,q €1
jordens radius fra tabellen. Jordkuglens
masse er placeret i punktet (0,0) og van-
det vil fordele sig sa overfladen overalt
har samme afstand til massmidtpunktet
(vi ser i fgrste omgang bort fra vandets
eget bidrag til placeringen af massemidt-
punktet. Dette er behandlet i et ekstra
projekt nedenfor)

Vi har dernaest brug for en formel for,
hvordan man beregner massemidtpunktet
af nogle masser m,,m,, ... der er placeret
ved positioner x;,x,,.. pa en talakse. Det-
te beregnes ved formlen

x1m1 + meZ + A
Xme =

my +my + -

N
A

Figur 2

Figur 2 Vandet laegger sig som en kugle
med centrum i massemidtpunktet af jor-
den + indlandsis. Massemidtpunktet er
forskudt op fra jordens centrum pga.
isens masse.

altsa som det masse-vaegtede gennemsnit af massernes placering.

b) Beregn massemidtpunktets forskydning d fra jordens centrum.

Massemidtpunktet for jord-vand-indlandsis-systemet ligger altsa i punktet (0, d)

Vi ser nu bort fra hvor meget isen fylder dvs. vi forestiller os, at isen er en punktmas-
se. Det flydende vand og jordkuglen danner tilsammen en stor kugle med rumfanget v

med centrum i (0, d).

c) Beregn rumfanget V af jordkuglen uden vand ud fra jordens radius rj,,.,;, 0g rum-
fanget af det flydende vand fra tabellen.

d) Find radius ry,gq. i jordkuglen uden vand

Kig nu pa figuren herunder - vi kender bade 7,4, Tiugie 09 forskydningen af masse-

midtpunktet d:
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)

Figur 3

e) Beregn vandstandshgjden pa nordpolen (se bort fra isblokken der jo er taenkt
som et punkt) og pa sydpolen, dvs. forskellen mellem vandskallens og jordkug-
lens koordinater pa y-aksen

Nu lader vi indlandsisen smelte!

f) Beregn rumfanget af det flydende vand der bliver frigivet fra indlandsisen nar
den smelter

g) Beregn det samlede rumfang af alt flydende vand pa jorden efter indlandsisen er
smeltet

h) Beregn det samlede rumfang af jord-vandsystemet med den nye vandmangde -
husk at traekke rumfanget af isen fra — den er jo smeltet... den skal ikke bade
teelle med som fast og flydende vand i rumfangsberegningen!

i) Hvor ligger massemidtpunktet i vores koordinatsystem efter al indlandsisen er
smeltet?

j) Beregn den nye radius af jorden med vand inklusive smeltevandet r,,

k) Beregn den nye vandstandshgjde ved nord og sydpolen

) Hvor mange meter er vandstanden steget/faldet ved hhv. nord- og sydpolerne
efter indlandsisens afsmeltning?

Model 2 Hvor der kraeves brug af integralregning

I den ovenstaende fgrste beregning tog vi ikke hgjde for vandets eget bidrag til place-
ringen af massemidtpunktet. Som man maske kan ane fra figur 2. vil vandet der er
trukket op mod nord i sig selv give et bidrag til massemidtpunktsberegningen, der vil
ggre forskydningen d mod nord endnu stgrre.

Man kan ved hjalp af omdrejningslegemer og faglgende figur (hvor begyndelsespunktet
er lagt i det samlede massemidtpunkt af jord, is og vand og jordkuglens centrum ligger
i punktet (—d,0) ) opstille en ligning til beregning af en lidt bedre vaerdi for forskydnin-
gen af massemidtpunktet:
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a) Opstil forskriften for den funktion g hvis graf er den gvre jordkugle (den grgnne
halvcirkel) - forskydningen d vil indgd som en parameter i funktionsudtrykket.

Hjeelpespgrgsmal

b) Hvad er definitionsmangden for denne funktion?

c) Opstil forskriften for den funktion f hvis graf er den ydre vandkugle (den bl3
halvcirkel) — vi ser bort fra indlandsisen. Hvad er definitionsmangden for denne
funktion?

Vi kan nu opstille en beregning for massemidtpunktet (udtrykt ved d ) ved at bruge
omdrejningslegemer. F.eks. kan den samlede jordmasse i positionen x findes ved at
gange arealet af cirkelskiven:

m-g(x)*dx med jordens gennemsnitsdensitet  p;,q = 552 x 10° kg/m?.
Jordkuglens bidrag til massemidtpunktet kan s& findes ved integration:
b
fa X * Pjora " T+ g(x)zdxl

hvor graenserne - ligesom funktionen g - kommer til at afhaenge af forskydningen d
(som vi er pa jagt efter) og jordkuglens radius Tkugle

d) Find graenserne a og b for omdrejningsintegralet der giver jordkuglens bidrag til
massemidtpunktet

for at beregne vandets bidrag til massemidtpunktet skal man opstille tre omdrejnings-
integraler (hvilke?)

e) Find granserne til de tre omdrejningsintegraler der giver vandets bidrag til mas-
semidtpunktet udtrykt ved 1y gie, Tjora 09 d

Isen indgar bare i beregningen som en punktmasse placeret pa overfladen af jordkug-
lens nordpol pa forsteaksen.

f) Hvad er ismassens 1. koordinat?
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g) Opstil et samlet beregningsudtryk for systemets massemidtpunkt med d som en
ukendt parameter der indgar i greenserne, funktionen g og ismassens placering-
husk at dividere det hele med jordens samlede masse!

h) Hvad skal massemidtpunktsberegningen give? (vink: overfladen af vandet ligger
symmetrisk om massemidtpunktet)

i) Opstil en ligning og find forskydningen d af jordens centrum fra origo

j) Beregn nu - som i model 1- vandstanden ved nord og sydpolen fgr isen smelter
og sammenlign med den symmetriske vandstand efter afsmeltningen

k) Ekstra: opstil en funktion der giver vandstandshgjden (fgr afsmeltning) som
funktion af breddegraden, dvs. vinklen mellem fgrsteaksen og stedvektoren ud
til vandoverfladen

) Ekstra: Find Danmarks breddegrad og estimer hvilken vandstigning/fald vi vil
opleve her som fglge af afsmeltning af indlandsisen.

6.4. Miniprojekt: Havniveauet stiger pga vands varmeudyvidelse a
Folgende er direkte I8nt fra Kobenhavns Universitet:

Et varmt hav fylder mere - verdens havniveau stiger pa grund af termisk udvidelse -
Kgbenhavns Universitet

NB: I stedet for at varme vandet op med en lampe (med gammeldags paere der efter-
h8nden kan veere lidt svaer at skaffe) kan man stille den koniske kolbe i et vandbad
med hgjere temperatur (som kan reguleres ved at tilfare ekstra varmt vand fra en el-
kedel.

I denne undersggelse laver du en model af havet, der udsaettes for en kraftig drivhus-
effekt. Hvordan stiger havniveauet, i takt med at havet bliver varmere?

Vi anbefaler, at du laeser artiklen: hvordan havniveauet stiger, nar isen smelter pa
land (ligger ogsa i link 16) inden undersggelsen.

Du kan ogsa supplere med en anden undersggelse: "Undersgg havniveaustigninger - er
der forskel pa om is pd land eller is i havet smelter?", (ligger ogsa i link 17), hvor du
udforsker, hvordan afsmeltning af is pavirker verdens havniveau.

Hvad? Aktivitetstype Tid
Aktivitet 1  Termisk udvidelse af vand Undersggelse, modelle- 35 min.
Aktivitet 2  Arbejdsspgrgsmal Perspektivering 10 - 15 min.

Udstyr (pr. gruppe)
e 1 konisk kolbe med en prop med to huller
e 1 glasrgr, der passer til proppens hul

e 1 rundt termometer, der passer til prop-
pens hul
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Evt. vandbad og elkedel i stedet for lampen

Eventuelt silikone Udstyr til undersggelsen
Koldt vand
1 vandfast pen

1 lampe med en gammeldags glgdepaze-
re/halogenpaere eller en bredspektret var-
mepaere beregnet til terrarier, 50 - 60 W

1 lineal

1. Termisk udvidelse af vand

Havet i en kolbe

Fyld kolben helt op med koldt vand indtil det Igber over. Dette er en din model af
havet.

Stik forsigtigt termometeret og glasrgret ind i proppens huller. Termometeret og
roret skal sidde stramt i hullerne, s3 proppens huller er fyldt helt ud. Brug even-
tuelt lidt silikone som glidemiddel.

Seet proppen i kolbens hals. Giv proppen et let
tryk, s& den sidder godt fast, og du kan se,

at vandet bliver presset lidt op i glasrgret.
Tjek, at der ikke pibler vand ud fra proppens
huller. Skift til et termometer/rgr med stgrre
diameter, hvis du opdager utzetheder

ved proppens huller.

Szt en streg pa glasrgret der hvor du kan se
vandets overflade. Husk stregen, den er dit
referencepunkt, og du skal bruge den senere i
forsgget.

Maling af vandstand og temperatur

Aflaes temperaturen og skriv veerdien ind i Tabel 1, i gverste raekke ved siden
af Tid = 0 min

Taend og drej lampen, s& den lyser direkte ind pa siden af kolben. Lampen skal
repraesentere en kraftigere drivhuseffekt.

Spergsmal: Hvad forventer du, der sker med vandets niveau i glasrgret over
tid? Formulér en hypotese.

Hvert 2. minut maler du vandstanden ved at méale afstanden mellem stregen og
vandets overflade i rgret med en lineal. Samtidigt afleeser du temperaturen og
udfylder tabellen. Brug Figur 1. og 2. til at lave grafer ud fra dine malinger.
Sporgsmal: Hvad observerer du? Er din hypotese afkreeftet eller bekraeftet?
Spogrgsmal: Hvad tror du, forklaringen er?
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Forsggsopstilling. Hvis du bruger et vandbad til
opvarmningen kan du evt. selv tage et billede af

M3l vandstanden (bl3 pil) og
temperaturen hvert 2. minut

din opstilling
Navn: Dato:
Tid (min) T (°C) Vandets hgjde i glasrgret (mm)
0 0
Figur 1. Figur 2.
. 70 . 70
o 50 & s0
o 2
'a 'gd{) ” ‘ng
%éso %éao
.3 20 g 20
10 E 10
g 0 - 0
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Tid (min) Temperatur (°C)
Vandstanden (mm) som funkt af tid (min) | vandstanden (mm) som funkt af temp (°C)
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2. Arbejdsspgrgsmal

Forestil dig, at kolben du har arbejdet med, svarer til alt vand i oceanerne pa
jorden.

Diskutér, hvor godt din vandstandsmaling og forggede drivhuseffekt svarer
til virkeligheden. Begrund dine overvejelser.

o Hvor meget er havets temperatur i gennemsnit steget de sidste 30 ar, og
hvor meget stiger den i din kolbe?

o Hvor meget stiger vandet op i dit rgr, og hvor stor en volumen svarer det
til?

o Hvor meget er det cirka i procent af det samlede vandvolumen?

Hvor meget af den samlede arlige havniveaustigning tror du skyldes at vandet
bliver varmere og dermed fylder mere?

o Hvor meget tror du skyldes afsmeltning af is?

Kom med et bud i procent. For eksempel, vands udvidelse: 10 % - Afsmeltning
afis: 90 %

Hvis du ikke har leest om det tidligere, s& kan du finde forskernes bedste bud pa
fordelingen her: havniveauet stiger, ndr isen smelter p8 land

Termisk udvidelse af vand er en velkendt undersggelse. Denne version er skrevet af
Inger K. Seierstad ved Cirkus Naturligvis, Kebenhavns Universitet og finansieret af No-
vo Nordisk Fonden. Brugen af en konisk kolbe med propper er inspireret af

"What Impact Might Sea Level Rise Have?" i Global Climates - Past, Present, and Futu-
re: Activities for Integrated Science Education, redigeret af Sandra Henderson, Steven
R. Holman, og Lynn L. Mortensen og set pd UCAR, Centre for Science Education.
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6.5. Miniprojekt til 1g NV - Havniveauets afhangighed af temperaturen

Formal:

Formalet med forsgget er at undersgge hvad der sker med vandstanden (i ver-
denshavene) nar temperaturen aendres i takt med den globale opvarmning.

Hypotese:

Opstil en hypotese for hvad I forventer der vil ske med vandstanden i flasken nar I ud-
forer forsgget. Lees fremgangsmaden for I opstiller hypotesen, men opstil en hypote-
sen fgr I udfgrer forsgg.

Hypotese:

Apparatur:
Hver gruppe skal bruge:
e 2 baegerglas

e 1 gennemsigtig halvliters flaske med skruelag. Skruelaget skal have boret et hul
der passer med sugergrets diameter

e Vand
¢ Gennemsigtigt sugerar
e Modellervoks

e Frugtfarve

Fremgangsmade:

1. Kom lidt varmt vand (det m& gerne veere rigtig varmt fra en elkedel, men pas pa
ikke at spilde) i det ene baegerglas og koldt vand (evt. med isterninger) i det andet
bzegerglas.

2. Fyld flasken helt med vand fra vandhanen
3. Kom et par draber frugtfarve i.

4. Kom sugergret ned i flasken. Det m3 ikke rgre bunden. Skru I&get p& sa sugergret
stikker op af hullet.

5. Brug modellervoksen til at lukke hullet i flasken omkring sugergret helt taet, s3 in-
gen luft slipper ind, og til at holde sugergret pa plads. Tip: man kan evt forberede su-
gergret i skrueldget, sa det pa forhand er limet fast med limpistol i den rigtige hgjde.
Det giver en meget god lufttethed
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6. Saenk forsigtigt plastflasken med det farvede vand ned i baegerglasset med varmt
vand. Observer hvad der sker.

7. Seenk dernaest plastflasken med det farvede vand ned i baegerglasset med koldt
vand. Observer hvad der sker.

8. Gentag punkt 6. og 7. et par gange. Optag evt. en videosekvens.

Resultater:

Tegn og beskriv hvad I observerede fgr og efter punkt 5 i fremgangsmaden.

For Efter

Diskussion:
a) Hvad sker der og hvorfor?
c) Har I i dette forsgg indsamlet kvantitative eller kvalitative data? Forklar.

d) Perspektiver til den nuveerende situation med global opvarmning. Hvad forven-
tes/observeres i takt med at den globale middeltemperatur stiger?

e) Og hvilke konsekvenser vil det f3?

Konklusion:




TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

7.
Vejr, vejrsystemer og klima

trykgradienten

Selv om vejr og klima ikke er det samme, sa er det grundlzeggende samme

lovmaessigheder, der ligger til grund for klimamodellerne og som danner grundlag for
de daglige vejrudsigter. Sa hvad er det for kraefter, der styrer vejr og klima? Vi starter
med vejret her i kapitel 7

A &
| 4

1 ' " matédﬁtnatik
arbejde




7. Vejr, vejrsystemer og klimaet

7.1 Opdrift og hvorfor varm luft stiger til vejrs

I alle veesker og gasser virker der opdriftskraefter pa alt, hvad der befinder sig i vee-
sken (gassen). Opdriftskraften er modsat rettet tyngdekraften, og man kan indse,
hvordan den kan beregnes, ved at lave et lille tankeeksperiment. Vi ser pa et glas med
vand, og zoomer ind pa et bestemt lille omrade V af vandet, der kan have en hvilken
som helst form:

Voluminet V er fyldt med vaesken, sa der er en samlet tyngdekraft F, p& voluminet med
stgrrelsen

thmv'gl

hvor m, er massen af vandet i omradet V og g er tyngdeaccelerationen. Selvom van-

det i V er pavirket af tyngdekraften, falder det ikke ned i bunden af glasset, men holder
sig “flydende”. Men s8 ma der jo veere nogle andre kraefter, der

holder det oppe! De krzefter, der holder boblen oppe, er tryk-

kraefter fra det vand, der er udenom - de er pa figuren vist som m
sma rgde pile. Tilsammen udggr disse rgde trykkraefter en kraft,

vi kalder opdriftskraften F,, pa omradet. Og da vores taenkte

vandboble holder sig svaevende, ma der gzelde, at stgrrelsen af
opdriften pa boblen er preecis lig med tyngdekraften pa boblen:

Dvs. F,=m,-g

Hvis vi kender vaeskens densitet p (massefylde), kan vi beregne dens masse og

vaeske

derved opdriften pa rumfanget V ved
F

op Praeske * V. g
Argumenter for dette!

Da trykkraefterne (de rgde pile) er ligeglade med, hvad det er, de trykker pa, vil vi fa
ngjagtig den samme opdriftskraft, hvis vi udskifter vores teenkte rumfang med en ting
(ikke vand), der har ngjagtig samme form. Vi har dermed formlen for opdriftskraften
pa en ting, der befinder sig i vaesken:

Fop = Praske 'Vting g,
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hvor V;,, er rumfanget af den del af tingen, der er helt nedsaenket i vaesken. Laeg godt
maerke til, at p ... er densiteten af den vaeske eller gas, der er udenfor det omrade
eller den ting, vi vil beregne opdriften pa!

7.1.1. Hvorfor stiger varm luft op?

Det er en erfaringssag, at luft udvider sig, nar det bliver varmt! Vi kigger nu pa et om-
rade V af luften, der bliver varmere, de bld prikker skal forestille luftmolekyler:

V Stoerre. v

2 e
P 77 Fp A
f "‘\ \ | ] \
. + ! t ; )
& / /
.-* F{ \,__‘ #F;/

I figuren til venstre er temperaturen udenfor omradet V den samme som temperaturen
inde i V. Opdriften pa V er derfor lig med tyngdekraften pa V, fordi densiteten af gas-
sen inde i omradet er den samme som densiteten udenfor:

Fp=pP-V-g
F,.=m-g=p-V-g

Hvis luften i V varmes op, udvider den sig til et rumfang vi kan kalde V, Men ifglge

torre *

opdriftsformlen:
Fop =p'Vstﬂrf'e g

bliver opdriften sa stgrre end tyngdekraften, der stadig er den samme (omradet inde-
holder jo stadig samme antal luftmolekyler, der stadig vejer det samme). Den samlede
kraft p& hele omradet er derfor opadrettet og har stgrrelsen

Fsamlet =p- (Vstmre - V) g,

og luftboblen stiger derfor opad.

Ovelse 7.1

Find densiteten for atmosfaerisk Iuft i en tabel eller pa nettet. En bestemt person har
rumfanget V =0,08m’.

a) Beregn opdriften p& personen fra luften

Personen stiller sig pa en badevaegt og afleeser vaegten til 78,5 kg, men da personen er
pavirket af opdriften fra luften, burde vaegten jo egentlig vise mere
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b) Hvor stor en fejl er der pa vaegten i denne situation?

Ovelse 7.2

En fyldt maelkekarton har rumfanget 1,1 Liter og maelk og karton vejer tilsammen
1030 g. Maelkekartonen placeres nu pa bunden af en sg@, sa den er helt neddykket

a) Beregn tyngdekraften pa den fyldte maelkekarton

b) Beregn opdriften pa den fyldte maelkekarton - seet vands densitet til 1,000
kg/Liter.

Nu slippes meaelkekartonen.

c) Vil meelkekartonen sveeve op og flyde ved overfladen eller vil den blive stdende
pa bunden?

Ovelse 7.3

Idealgasligningen p-V =n-R-T beskriver med god tilneermelse luftens tilstand i vores

atmosfzaere. I ligningen er p trykket i Pascal, V rumfanget i m3, n er antal mol af gas-
sens molekyler, R er gaskonstanten og T er gassens absolutte temperatur malt i Kel-
vin.

a) Brug idealgasligningen til at forklare hvorfor luft ved et bestemt tryk udvider sig,
nar det varmes op

Tgr atmosfaerisk luft har ca. molarmassen M = 29g/mol

b) Opstil en formel for densiteten af tgr atmosfaerisk luft ved konstant tryk
c) Vis, at densiteten er en aftagende funktion af den absolutte temperatur T

En varmluftsballon virker ved, at man varmer luften i en stor ballon, der er aben i bun-
den, op med en gasbraender. Inde i ballonen stiger luftens temperatur, og da ballonen
er aben i bunden, er trykket konstant. Densiteten af luften i ballonen falder derfor og
dermed ogsa den samlede masse af ballon + luft + nyttelast. Opdriften derimod er
konstant! S& derfor vil ballonen lette, nar den er blevet lettere end den luft, den for-
treenger

d) Find realistiske data for rumfang af en varmluftsballon og temperatur inde i bal-
lonen under flyvning.

e) Beregn ud fra de fundne data ca. hvor tung en nyttelast en varmluftsballon kan
medbringe
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7.2. Luftstrgmninger og Havstremme
7.2.1 Lufttrykket og de globale vinde q

Atmosfaerens molekyler tiltreekkes af Jordens tyngdekraft. Det er denne tiltraekning,
der holder fast p@ atmosfaeren, sa den bliver ved jordoverfladen og ikke forsvinder ud i
verdensrummet. Luften vejer altsa noget, og udgver et pres pa hver kvadratmeter af
jordoverfladen. Man kalder dette pres /ufttrykket.

N&r en luftmasse afkgles |,
betyder det, at molekylerne
inde i den opbremses og be-
vaeger sig langsommere. Luft-

massen traekker sig sammen,
og der bliver flere molekyler 3 hojtryksomrade
samlet pa samme omrade; Iuf-

tens massefylde (densitet) bli-

ver stgrre. Luften bliver sale-

des tungere og synker ned mod jorden B}, hvor den skaber et hgijtryksomrade [E}.

luftmasse

luftmolekyle

Opvarmning af jordoverfladen A§ giver den modsatte effekt: Luftmolekylerne bliver sat
i hurtigere bevagelse og

rykker lidt laengere veaek fra lavtryksomrade 4
hinanden, hvilket ggr luft-
massen mindre taet. Luftens
massefylde bliver mindre.
Da den varme luftmasse
herved bliver lettere end den
omgivende luft, stiger den til
vejrs B, og skaber et lav-
tryksomrdde ved jorden .

o Nedsynkende,
Atmosfaeren bestar af en raekke lag med Kold, tor

Opstigende  __em—= [ mm=—ce Polar celle

bratte temperaturskift mellem lagene. yam, gt oo

. ) . it 4 . . vandrende laviryk
Omradet hvor vi befinder os og op til ca. )({,, , i
10-15 km kaldes troposfaeren, og omra- Nedyplende /* AN
det derover kaldes stratosfaeren. Omra- o it~ B e s

det der skiller de to lag, kaldes tropopau-
sen. Fra overfladen op til tropopausen opsite .
falder tryk og temperatur, men over tro-
popausen, oppe i stratosfaeren stiger
temperaturen igen. Arsagen hertil er in-
frargd straling. Opvarmet og opstigende
luft fra omradet omkring A£kvator kan
derfor ikke gennembryde tropopausen.
Her vil luften bevaege sig mod nord pa den nordlige halvkugle (og syd pa den sydlige).
Efterhdnden som luften nar hgjere op, afkgles den, og vanddampen i den kondenserer

og falder ned som regn i troperne.

8007 'Uesiamais awelg Hyein
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Nar luften bevaeger sig nordpa, bliver den gradvist presset mere og mere sammen, sa
trykket stiger og danner det subtropiske hgjtryk. Omkring 30 grader nord er trykket
steget sa meget, at luften bliver presset nedad mod jordoverfladen, hvor den opvar-
mes.

Da den ikke tilfgres fugtighed, vil luften vaere meget tgr (se afsnittet Vandets kreds-
lgb). Det er grunden til, at vejret i hgjtryk generelt er uden skyer. En del af Jordens
grkener befinder sig i omrader med subtropisk hgjtryk.

Vi koncentrerer os nu om den nordlige halvkugle: I bunden af det subtropiske hgjtryk -
ved jordoverfladen - sgger luften dels mod nord, dels mod syd. Den del, som bevasger
sig sydpa tilbage mod aekvator, vil blive afbgjet mod hgjre og skabe en nordgstenvind -
den vind kaldes nordgstpassaten. Den del af luften, som bevaeger sig nordpa, bliver
ogsa afbgjet mod hgjre og skaber sa vestenvindsbaeltet, som straekker sig fra 30 til 60
grader nord, hvor den stgder sammen med den kolde polarluft. Den varme luft vil her
lgftes op over den kolde polarluft, og i den gvre troposfeaere vil den bevasge sig tilbage
mod syd. Under opstigningen vil luften afkgles og dens fugtighed kondensere og falde
ned som regn.

Laengst mod nord over Nordpolen er luften kold, og har derfor en stgrre massefylde
end varm luft. Det skaber et hgjtryk. Den kolde luft strammer vaek fra hgjtrykket mod
syd. Nar den kolde luft nar ned til 60 grader nord, vil den stgde mod den lune subtropi-
ske luft i vestenvindsbeeltet. Da den ikke umiddelbart kan komme laengere sydpd, sti-
ger den til vejrs og bevaeger sig derefter tilbage mod nord og skaber sdledes den pola-
re cirkulation.

@velse 7.4 Argumenter for pastandene

Ovenfor mgdte du en koncentreret informationsmasngde og en masse pastande Du skal
nu argumentere og forklare nogle af dem:

a) Hvad er hgitryk, og hvad er lavtryk, og forklar hvordan de opstar.

b) Hvad er tropopausen? (Du ma gerne bruge nettet).

¢) Varm luft stiger op og kgles af undervejs. Hvorfor kan den ikke gennembryde
tropopausen?

d) “N3ar luftmassen fra troperne bevaeger sig nordpd, bliver den gradvist presset
mere og mere sammen”, star der. Hvorfor?

e) "Nar vinden blaeser fra nord mod syd afbgjes den mod hgjre”. Dette faznomen
skyldes corioliskraften, der er en fiktiv kraft. SI& op pa nettet og find en intuitiv
forklaring pa, hvorfor afbgjningen sker mod hgjre. Forklaringen indeholder na-
turligvis, at Jorden ikke er flad, en er en kugle.

7.2.2 De globale havstremme og den Thermohaline Cirkulation

Havstremme er en anden made, hvor energien fra Solen fordeles rundt pa Jorden.
Overfladestrgmme i oceanernes gverste 50 - 100 meter opstar, fordi friktionen mellem
luften og vandet far luften til at skubbe til vandet, ndr det blaeser. Luftens bevagelse i
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den nederste del af atmosfaeren vil i et vist omfang overfgres til oceanernes overflade.
Passatvindene vil derfor danne vestgdende havstrgmme mellem aekvator og det sub-
tropiske hgijtryk, og vestenvindsbaeltet vil danne gstgdende havstrgmme som for ek-
sempel Golfstremmen. Ud over vinden er kontinenternes placering bestemmende for,
hvor havstrgmmene overhovedet kan bevaege sig.

A o
0 Sy
T Labrador f’a’asmu
m/ ay N Atlantic _»
B N. Pacific
30° Gulf Stream / /1
Canary,
Kuroshio

Calffornia
M. Equatarial

~— Equatorial N.Equatarial
. North Equatorial _— } Colnter —f 4_1"'__;'- N.Equatorial
0° Equatorial - S. Equatorial &) '/E‘ atorial Counte —
— Counter \V - £ \_qi‘_'r'__,_u__‘_ —
P T ¥y s -—
South Equ Equa%omal / /
' W.Australia
30° Paru Brazil Bk / B ) E .Australia
( Moz ambique / |‘I
' Bl i
South Pacific outh AENEE —y’
Antaretic Circumpalar - Antarctic Circumpolar =
60° o ar
pntarcic SURS o Aot SURSE —— -—
Robinson Projection
L Lt
Warm Current Cold Current

I energimaessig henseende er den store forskel mellem oceaner og kontinenter maden,
hvorpd energien bevares og fordeles over tid. Solens energi optages i overfladen, uan-
set om der er tale om en ocean-overflade eller kontinental-overflade. Men hvor konti-
nentet lader energien blive i de gverste centimeter, vil oceanet fordele den til stgrre
dybder, og med havstrgmmene ogsa til andre geografiske omrader.

I oceanet geelder samme fysiske love som i atmosfeeren. P& samme made som en
varm luftmasse med lille massefylde i forhold til den omkringliggende kolde luft vil sti-
ge til vejrs, sa vil en vandmasse med lille massefylde ogsa stige opad, mens en med
stor massefylde vil synke nedad - se naermere herom i afsnit 7.1. Opdrift og hvorfor
varm luft stiger til vejrs. Det er to forhold som bestemmer vandets massefylde:
Temperaturen og saltholdigheden.

o Koldt vand har stgrre massefylde end varmt vand.

e Jo mere saltholdigt vandet er, des stgrre massefylde har det. Saltets ioner (Na*
og CI') er sd sm3, at de kan laegge sig mellem vandmolekylerne uden af vandet
fylder naevnevaerdigt mere, mens massen forgges med de ekstra salt-ioner.

Konsekvensen af den forskel ses for eksempel i Kattegat, hvor det ferske vand fra
@stersgen (afsmeltning af is i bjerge og vand fra floder) ligger gverst, mens det tunge-
re salte vand fra Nordsgen befinder sig i stgrre dybde. Men der er ikke kun vinddrevne
overfladestromme i oceanerne.
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Dybere nede i havet i 1 - 10 km dybde, kan vinden ikke maerkes, men der er alligevel
havstrgmme. I troperne vil de hgje temperaturer fordampe en relativ stor del af hav-
vandet. Da det kun er vand, der fordamper - og ikke saltet i vandet - sa vil havvandet
blive mere saltholdigt. Det varme og meget salte vand driver fra troperne op til nordli-
ge breddegrader i Golfstrammen og Den Nordatlantiske Strgm. Undervejs bliver det
varme trope-vand afkglet og far derved stgrre massefylde, samtidig med at det bibe-
holder sin hgje saltholdig-

Nedsynkning
hed. Tungtvandsdannelse

Mellem Grgnland og Norge
meder trope-vandet sa det | .
arktiske havvand. Det ark- | _ Cpeind
tiske havvand er mere :
fersk (dvs. mindre salt) pa
grund af den stadige tilfgr- Opstigning
sel af ferskvand fra nedbgr,
floder og gletsjere. Det har
derfor mindre massefylde
end det meget saltholdige
trope-vand. Nar de to hav-
stremme mgdes, vil det -
arktiske havvand laegge sig gverst. Nar der dannes is, vil der udfeeldes yderligere salt
til det underliggende trope-vand, da salt-ionerne presses ud af vandet ved isdannelsen.
Tilfgrslen af salt ovenfra ggr trope-vandets massefylde endnu stgrre, end det var i for-
vejen. Trope-vandet vil derfor synke ned mod bunden og her bevaeger sig sydpa som
en kold understrgm. Dette cirkulationsmgnster kaldes Den Thermohaline Cirkulation

Denne cirkulation er vigtig for dyre- og plantelivet i dybhavet, da den bringer ilt og nee-
ringsstoffer fra overfladevandet dybt ned i oceanerne. Det er kun i oceanernes overfla-
de, at sollyset er tilgaengeligt, sa plankton via fotosyntesen kan producere ilt. En del af
ilten fgres af havstrgmme rundt og ned i oceanerne, mens resten afgives til atmosfae-
ren.

Cirkulationen spiller ogsa en helt anden rolle. CO; i atmosfaeren oplgses i overflade-
vandet, hvor CO; molekylerne laegger sig ind mellem vandmolekylerne. Den Thermo-
haline Cirkulation transporterer denne CO2 ned i dybhavet, hvor den befinder sig i
mange tusinde ar.

Den Thermohaline Cirkulation indgar som en del af den stabile drift af Golfstrammen.
Ganske vist drives Golfstrammen af vestenvindsbeaeltet, men der er naeppe tvivl om, at
hvis nedsynkningen af det kolde salte vand svaekkes, vil det forandre det strgmnings-
mgnster, der driver det varme vand op langs Norges vestkyst. Netop den risiko er ble-
vet fremhaevet i klimadebatten. Baggrunden er, at alt det smeltevand, der i gjeblikket
kommer fra Grgnland, vil ggre det arktiske havvand mindre salt, sa der vil overfgres
mindre salt til det nedsynkende vand. Samtidig vil den gradvis hgjere havtemperatur
betyde, at der dannes mindre is, hvilket igen mindsker udfaeldningen af salt.
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Endnu er der kun set mindre fluktuationer i graden af nedsynkningen, sa forelgbig er
der ikke noget der tyder pa, at en andring af havstremmen er pa trapperne. En an-
dring af iseer Den Nordatlantiske Strgm vil pavirke hele cirkulationen og udvekslingen
af energi mellem arktisk og troperne, og klimaet i Nordvesteuropa kan derfor blive vae-
sentlig koldere. Indflydelsen pa den globale opvarmning er derimod mere usikker.
Sandsynligvis vil opvarmningen fortsaette uforandret, fordi den samlede energimaeng-
de, der forlader jord-atmosfaere-systemet, ikke andrer sig. Den omfordeles bare.

7.3 Vandkredslgbet

Ligesom de fleste andre stoffer forekommer vand i tre forskellige til- o
standsformer (fast, flydende, gas) afhaengigt af lufttryk og tempera- o Sian

tur. Ved normalt lufttryk fryser vand til is ved 0°C, og koger ved
100°C og bliver til en usynlig luftart kaldet vanddamp.

I fast form er vandmolekylerne staerkt forbundet med hinanden og
danner sekskantede krystaller. I flydende vand bevager moleky-
lerne sig ikke hurtigt nok til at slippe vaek fra hinanden, men alligevel
for hurtigt til at danne krystaller. I luftformig tilstand er moleky-
lerne i sa hurtig bevaegelse, at de ikke forbliver forbundet med hinan-

den.

umattet luft

(2]
L]
HE‘ 100°C
00
2 |
1 o“ko

vand

Ql_
o

VANDS TRE
FORSKELLIGE FORMER

Vand kan fordampe, ogsa ved temperaturer, der ligger meget la-

vere end 100°C. Under fordampningsprocessen absorberer mole-
kylerne naer overfladen varme, sa de bevaeger sig hurtigere, og
- v ) nogle af molekylerne far tilstraekkelig fart til at slippe bort fra

vandoverfladen. De undslupne vandmolekyler bevaeger sig heref-

Im . blevet fugtig.

Fordampningen af vandmolekyler

. g ter rundt mellem luftens egne molekyler; man siger at luften er

afhanger af temperatur, Wifttyk 0o D€N €NeErgi, der skal tilfgres for at fordampe 1 kg vand, betegnes

witfugtighed. - fordampningsvarmen.

Fordampningen kan dog kun ske, hvis luften ikke allerede inde-
holder sa mange vandmolekyler, at der ikke er plads til at opta-
ge de undslupne vandmolekyler. Man siger, at luften er meaettet
med vanddamp. Varm luft kan indeholde mere fugtighed end
kold luft, da der er laengere afstand mellem luftens molekyler i
varm luft. Hvis temperaturen i maettet luft falder, vil der ikke
laengere veere plads til al vanddampen, og noget af vanddam-
pen skubbes ud af luften som flydende vand; man siger at den
kondenserer.

\j mattet luft

¢ ‘g @}

ot sz
S.g b §
o o |

Nar luften mattes, kompenserer
kondensation for fordampningen.
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Nar vandet kondenserer, frigives energi. Den energi som oprindelig blev tilfgrt vandet
for at fordampe, fordampningsvarmen, bliver frigivet igen, nar vanddampen kondense-
rer til vand igen.

@velse 7.5. Hvorfor blandes koldt og varmt vand ikke i oceanerne?

Oceanernes overflade er blevet varmet op af Solen, lige sd lang tid de har eksisteret,
og nar mange steder temperaturer pa 20 - 25°C. Forklar hvordan det kan vaere, at
temperaturen i 1 km dybde og laengere ned stadig ligger mellem 0 - 10 °C ?

Vand bevaeger sig rundt bade i jordoverfladen og i atmosfaeren, og det udveksles mel-
lem jordoverfladen og atmosfaeren. Vand kan ogsa opmagasineres bade i og pa jordens
overflade. Vand er hele tiden i bevaegelse, og undervejs kan det aendre tilstandsform -
fra damp over flydende til fast form. Denne bevagelse kaldes vandets kredslgb. Det
beskriver de mange forskellige opmagasinerings-muligheder og de processer, som
transporterer vandet rundt i jord-atmosfaere-systemet. Der er i bogstavelig forstand
tale om et kredslgb, hvor vandet beveaeger sig gennem de forskellige stadier for til sid-
ste at ende, hvor det begyndte.

Energien fra Solens
straler |l er skyld i, at
det gverste lag vand i
oceanerne fordamper
B varm luft med
vanddamp, der har
mindre massefylde end
den omkringliggende
kolde Iuft, stiger til
vejrs ). Da tempera-
turen og trykket er la-
vere hgjere oppe, sa vil
luften afkales, hvilket
far den til at kondense-
re, sa der dannes skyer
1. Det meste af van-
det i skyerne vender
tilbage til havet i form
af nedbgr BJ. Ved hjeelp af vinden [ driver skyer ind over landomrader, hvor de afgiver
deres nedbgr . Nar vandet ndr jordoverfladen Igber det enten af og danner vandigb
og floder B}, eller ogsa siver det ned i jorden og treenger ned i undergrunden [E}. Plan-
ter henter vand fra jorden om omdanner det til damp gennem transpiration [{§}. Det
overskydende vand giver ophauv til store floder i undergrunden, der danner grund-
vandsspejlet ffl]. Dette vand i undergrunden vender tilbage til overfladen ved i form af
kilder ). De fordamper delvist som fglge af solopvarmning, mens de flyder
mod havet. Noget af vandet i undergrunden Igber direkte tilbage til havet [
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Ovelse 7.6. Saet selv numre pa figuren

P& figuren overfor, der skal illustrere vandkredslgbet, mangler tallene, som teksten
henviser til. Hent en kopi af illustrationen som link 18 pa website og szt selv tal pa!

Jo varmere luften er, des mere vanddamp kan den indeholde. Det skyldes at afstanden
mellem luftens molekyler er stgrre, nar luften er varm og de bevaeger sig hurtigere, og
sa er der plads til lidt flere vandmolekyler mellem dem. En stigning i den globale tem-
peratur vil derfor fgre til en gget maangde vand i atmosfeeren. Det gger risikoen for
kraftigere nedbgr, hvilket vi oplever, nar floder og keeldre oversvgmmes.

Vanddamp er en drivhusgas og bidrager derfor til drivhuseffekten; det vil sige tilbage-
straling af langbglget straling til jordoverfladen, sa den opvarmes yderligere (se kapitel
5 om Jordens middeltemperatur og energiregnskab). Men vandet danner ogsa
skyer, som reflekterer Solens lys inden, det ndr jordoverfladen, og saledes afkgler Jor-
den. S3 vandets rolle i drivhuseffekten er kompleks.

Vanddamp bringer ogsa energi med op i atmosfaeren. Nar fugtig luft bevaeger sig opad
til koldere luftlag, sa kondenserer vanddampen og frigiver energi, hvilket bevirker
yderligere opvarmning hgjere oppe i atmosfaeren. En stigning i den globale temperatur
vil derfor fgre til kraftigere opadgdende luftstrgmme, som er byggestenen i orkaner og
tornadoer, og forventes at blive kraftigere.

(Afsnit 7.2 om Luftstremninger og Havstromme bygger for en stor del p4 et materiale
til NV i stx, som Poul Nygaard fra Rysensteen Gymnasium har stillet til r8dighed. Illu-
strationerne i dette afsnit er 18nt fra bogen TV2 vejret fra 2006)
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TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

8.
Opstilling af klimamodeller
— Vi eksperimenterer

temperatur i celler

| kapitel 9 dykker vi ned i nogle enkelte elementer i opstillingen af de rigtige klima-

modeller. Her i dette kapitel vil vi se pa staerkt forenklede modeller, der dog fanger
essensen i modelleringen, nemlig den vekselvirkning der er mellem de centrale
parametre som temperatur, tryk og nedbgr. Kapitlet laeagger op til at man eksperimenterer
sely, forst en model med brug af Excel, og dernaest en model bygget op i
programmeringssproget Python.
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8. Opstilling af klimamodeller - vi eksperimenterer

8.1. En simpel regnearksmodel for en endimensionel atmosfaere (PR)

Vi skal her udvikle en simpel model for tryk, temperatur og vind, der let kan implemen-
teres i et regneark. Modellen er baseret pa forenklet kinetisk gasteori og kalorimetri,
samt pa ideen med, at opbygge atmosfaeren i celler.

Vi starter med at introducere de ngdvendige begreber fra teorien og viser sa, hvordan
det kan implementeres i en simpel model, der kan kgres i et regneark.

Fra den almindelige varmelaere kender vi idealgasligningen:
p-V=n-R-T,
der med god tilnaermelse beskriver luftens tilstand i vores atmosfaere. I ligningen er p

trykket i Pascal, V rumfanget i m?, n er antal mol af gassens molekyler, R er gaskon-
stanten (8,3144598 J/(mo/ . K)) og T er gassens absolutte temperatur malt i Kelvin.

Hvis vi indretter vores modelatmosfaere i kasser eller celler, der hver har rumfanget 1,
og satter gaskonstanten til R = 1 (kan ggres ved at veelge andre enheder), og vi drop-
per enhederne, reduceres vores idealgasligning til det centrale:

p=n-T

Vi kan uden den store indskraenkning ogsd taenke pa, at antallet af mol, n bare er par-
tikelantallet.

Den absolutte temperatur T er et mal for den gennemsnitlige kinetiske energi af mole-
kylerne i gassen, og vi kan igen forsimple ved at antage, at alle molekyler bevager sig
med samme fart v. Hastighedens retning kan kun vaere enten mod hgjre eller venstre,
da vi bare bygger en endimensionel model. Vi har sa

imv? =3k, T
hvor kg er Boltzmanns konstant.

Antag nu, at alle molekylerne i vores modelgas vejer det samme, og argumenter for, at
vi s& far felgende formel for hastigheden:

Vv = 3k5-T: 3kB'\/T:kny'\/?
m m

dvs. molekylernes fart er proportional med kvadratroden af den absolutte temperatur.
Allerede nu kan vi se, at hvis vi kender temperaturen af en celle samt partikelantallet,
kan vi beregne trykket i cellen samt molekylernes fart. Det eneste, vi mangler for at
kunne regne pa "blaest”, er at kunne beregne, hvor mange af partiklerne der vil passe-
re cellevaeggene pr. tidsenhed. Dette ggres ved hjaelp af stgdtallet s.

Stgdtallet beskriver hvor mange partiklern,_,, , der rammer en given flade pr. areal pr.
tidsenhed:

— nflade
areal - At
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P& figuren ser vi, at de partikler, der
kan ramme et areal a af cellevaeggen i
lgbet af et lille tidsrum At vil ligge i en
cylinder med hgjden v - At. Rumfanget
af cylinderen er sa

V,=av-At
og antallet af partikler i cellen, der lig-
ger i denne cylinder, er derfor partikel-
taethedenn /V gange med dette rum-

fang, dvs.

2a-v-At“

n flade — vV

Af disse partikler er det statistisk set dog kun halvdelen der bevaeger sig mod hgjre sa
stgdtallet bliver

idet vi har sat rumfanget til at veere vV =1.
Indsaet nu formlen for gennemsnitsfarten og du skal fa fglgende:

1 1
s==-n-v==k -n-JT
2 2" VT

Hvis vi kender partikelantallet n og temperaturen T i en celle kan vi altsa beregne
e Trykketicellen: p=n-T
e Hvor mange partikler der vil slippe ud af cellen til hhv. hgjre og venstre:

1
s=5kny-n-\/7

e Hvor mange partikler, der vil forblive i cellen: n-2s
Der er dog lige et par detaljer vi skal tage hgjde for fgr vi slipper en simulering Igs:

Stgdtallet bgr vaere meget mindre end n/2 hvis der ikke skal komme “gennemtraek”, sa
alle partiklerne (eller flere end der er) undslipper en celle for hvert tidsskridt. Man kan
justere pa sin stgdkonstant, k., sa stgdtallet bliver omkring 5% af antallet af partikler i

r Nny
cellerne. Man kan ogsa justere hvor hurtigt tidsudviklingen sker, ved at seette kny lidt
op - for at fa det til at ga hurtigere, eller ned for at fa det til at g8 langsommere.

Med de formler, vi har, kan vi alts3 beregne, hvor mange partikler, der forlader en cel-
le, og hvor mange, der kommer ind, hvis vi kender temperaturen og partikeltal for alle
celler. Dvs. vi kan beregne de nye partikeltal efter et tidsskridt. Men vi ved endnu ikke,
hvordan de nye temperaturer efter et tidsskridt skal beregnes! Lad os dog alligevel for
overskuelighedens skyld se, hvordan det virker, fgr vi tager temperaturen med i simu-
lationen.
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8.1.a. Eksempel med konstant temperatur
(Eksemplet ligger i Excel-arket, der hentes som link 19, s§ man kan lege med den uden selv at
skulle bygge det hele)

Lad os se pa en simpel model hvor vi bare har 5 celler, der er cyklisk forbundet:

E--—--> A B C D E —-> A

dvs. partiklerne fra celle E kan g8 ind i celle A og omvendt.

Lad os kalde partikeltal og temperaturer i de 5 celler for hhv.n,,n;,n.,n,0g n. og
TyTg, T, T,09 T,

Lad os ogsa antage, at vi har valgt startveerdier pa forhand, og at vi har sat tempera-
turen til et fast tal - f.eks. T =35.

Vi kan s starte med at beregne trykket i alle cellerne ved formlen: p,=n-T
For at regne pa udviklingen, skal vi for hver celle beregne stgdtallets, = %kny -, T,

og skal derfor veelge en proportionalitetskonstant k., der er den samme for alle celler.

ny 1
Antallet af partikler i f.eks. celle B efter et lille tidsskridt kan sa beregnes ved
ng-(t+At)=ng;-2s,+s, + 5.

idet der er2s, partikler, der forlader celle B og s, + s. partikler, der kommer ind i celle
B fra hhv. venstre og hgjre side.

De nye stgdtal efter tidsskridtet At kan beregnes ved
1
Sa(t +At) = Sk, - my(t + At). JT

Disse formler kan let implementeres i et regneark og kopieres ned.

Man kan derefter tegne grafer over tidsserierne for tryk og partikeltal og finder f.eks.:
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Figur 1. regneark hvor modellen er implementeret, og kolonner med partikeltal, stgd-
tal og tryk er simuleret. Her i eksemplet er der ogsa medtaget en "blaest-graf”, der for
hver cellevaeg bare beregner "hvor mange partikler der gar mod hgjre minus antal par-

tikler der gar mod venstre”.

Hvis man lader stgdkonstanten (indtastes i det lysergde felt over tabellerne) vaere lidt
stgrre, kan man se hvordan blaesten udligner trykket sa det efterhdnden bliver ens for
alle celler, ligesom ogsa partikeltallet ggr:
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8.1.b. Eksempel hvor temperaturen varierer
I vore beregninger her har vi som sagt sat temperaturen til at vaere en konstant, men
vi skal nu se, at man ogsa kan indbygge en temperaturudvikling i modellen.

For at ggre det, ma vi lave to antagelser:
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2047.728
205114
2054233
2056.309
2059.164
2061.035
2062574
2063.835
2064.869
2065717
2066415

pE

700
8655378
1123633
1404.301
1642.974
1823 706
1365.858
2053.887
2121627
2153 832
2181452
2131682
2194.272
2191872
2186.332
2178932
2170.5439
2161783
2163.034
2144568
2136.551
2123.081
2122.208

1) Der geelder energibevarelse for hele systemet, s& andringen i termisk energi for
hver celle er "energi der kommer ind minus energi der gar ud”
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2) Vi antager ogsa, at i Igbet af hvert tidsskridt nar hver celle at komme i tempera-
turligevaegt, sa der er samme temperatur i hele cellen fgr naeste tidsskridt tages.

Fra den fgrste antagelse folger, at nar f.eks. celle B i en tidsskridtsberegning fgrst har
udsendt 2s, partikler, og modtaget s, partikler fra celle A (med temperaturenT,) og

S. partikler fra celle C med (temperaturenT,) sa andres energien i celle B ikke yderli-
gere i dette tidsskridt, dvs. AE, =0

Fra antagelse 2 om temperaturligevaegt) kan vi sa opstille kalorimeterligningen:
C- (N5 —255) (Trates = T5) + €Sy (Trmtes = Ta) + €S (Trapes — Tc) =0

feelles feelles feelles

hvor ¢ er varmefylden af gassen.

Ovelse 8.1

Vis, at faellestemperaturen af gasblandingen i celle B - der bliver celle B’s nye tempe-
ratur - er givet ved

(ng—255) Ty+5, T, +5s.- T
Ng—2S; +S, + S

To(t+At) =T s =

elles

Bemaerk, at naevneren er det samme som n;, - (t + At), idet vi ovenfor havde:

ng-(t+At) =ng; —2s, +s, +S. ng(t+At).

Det er forholdsvis enkelt at udbygge regnearket, s3 man ogsa medtager temperatur-
udviklingen og tegner grafer for denne for de forskellige celler. Det kan f.eks. se sale-
des ud:

a B c o E F G H 1 J K L il n ] P e} R 5 T 1] ] W % v z an

1

2

3 E-r | A ] o ] E |4

|

s stockonstant 0o

6 Alle orafer har tid ud sf 1. sksen

7

[

3 tid artal partikler i celleme Blz=st fra venstre mod hoire: ternp T i cellerne beregmet fra kalorimneter ligrn. tryki cellerne p=nT Stachal for cellen beregnet sorn r
10 [ i nC no nE A3B B3C D DE  EwA TA TE TC D TE ph p P pD p

1 0 w00 1000 800 1200 W00 kenirelsum 45 £ 45 3 § B750 300 300 1800 700 1603959 9485728 B5GESOT 7.
1z 1 M1 023 799 184 MG 53000 3316981 0439613 057517 12166 554545 0 4395489 3619979 4301075 1586924 7447074 6203606 3724139 3435029 1994176 109207 I.97153 Q903534 6300344 7f
13 - wwn e emn o wes o 5E 5000 26533968 0761625 (386243 0539898 -4.28173 0 4273817 37.02723 4130373 659727 9460836 574873 3874889 3IW.203 1977523 M3LE48 M0598 0887 82609 7.
:; . antal partikler i cellerne :‘,?751 Bleest fra venstre mod hajre temepratur i celler g( tryk i cellerne jjiig gg;i.ﬂ 97(
16 o w3 ¢ o 47 mao 146801 812338 £
17 L w7 s s 4 44756 8159809 B
18 AN B \ PN L .3%676 191613 6!
1a = e ——— —h w37 L s RS . % — .. 10325 8237773 8F
20 10 e | 1592 e S S S — "l ———— o |4 5 , 24303 8280187 8.
21 " e 1685 x — A st s _— A 115385 8.331303
22 . o BB 1 o N,  H — 06254 8384377 80
23 o o BBE 2 of | |0 ™ ) © 372243 8438183 9
24 Bl s e o ™ |3 w0 © BEGISE 6.491878 9
25 B2 . 3 e 02733 85483 9
26 - 529 I, 725933 B59EE5 9.
27 e s R wr ot . o w w0 @ 3 . w o a w a s : 355333 BE47525 9
28 7 47 01 %8 @63 B4 R AW MY (/. CEET0
23 1 49 MO0 978 1272 W92 G90.00 0346859 0.447203 040368 077721 0466822 0 3107409 3483306 12379 2290385 2209208 3569005 3I5I666 3054622 2914085 3295547 124410 953548 B744546 97
30 kGl 750 008 987 1275 W79 59000 0355322 034501 -0.49895 -0.73765 0486991 0 3079782 3448651 3100007 23715402 2243053 3540719 3480322 3053073 2951446 33644 W.20325 9482324 6790801 4
3 20 51 W08 895 277 ME7 53000 0363461 0345762 -DMSG 03842 0500746 0 30535883 3414784 3077934 233924 2274558 3515595 3ME748 3063679 2986204 3337.774 WM.7I03 9437304 8EE5 AF
32 21 153 1000 004 1278 WEE  590.00 0370864 0300677 052 065947 0509320 0 3030625 3I6B56 05746 2051942 2303992 349324 3415679 3068402 018442 /A0S D572 939W2N5 B67EEE ¢
33 22 T84 01 001 1278 W44 59000 0377256 0259635 -052924 -06243 D51 0 3009729 3349361 30.38325 2383552 2331523 3473261 3367622 0732V 48254 36765 112963 9364697 8920631 ¢
34 FE] M55 WOL3 018 1273 W33 59000 0382458 0222033 053461 05846 05UF07 0 2990765 3319742 3020551 240411 23573 3465332 331862 307203 3075748 3378.968 1010324 9336422 B.9GT038 10

Som vi ser, indstiller temperaturen sig ogsa globalt ved en fzellestemperatur for alle
cellerne, ndr tiden bliver stor nok.
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8.1.c. Forslag til projektudvidelser til eventuelle studieretningsprojekter.
1) Man kan naturligvis fgje flere celler pa, men udover det kan man ogsa prgve at
lave atmosfaeren hgjere, sa der kommer et lag celler med en “gvre atmosfaere

med”. Her skal man huske, at stgdtallet far en faktor% pa i stedet for% , da mo-

lekylerne kan beveaege sig bade op/ned og hgjre/venstre, (men man skal ogsa
huske, at de ikke kan ga ned i jorden). Man kan maske ogsa lege med at ind-
bygge opdrift, s& varm luft giver et hgjere stgdtal “opad” end nedad.

2) Man kunne lege med at indfgre dggnets variation af lys og mgrke og indbygge
indkommende straling fra solen om dagen og udgdende straling om natten. Det
kunne f.eks. ggres ved, at man lavede en "tilfgrt energi sgjle” der varierede som
en sinusfunktion af tidssgjlen. Den tilfgrte energi (positiv om dagen og 0 om nat-
ten) skulle s indregnes i de nye feellestemperaturer, s@ man skulle isolere T,

elles

i ligningenAE, = E (t). Nar cellerne er i "nattilstand” kan man beregne den

indstrélet
udgaende straling ved Stefan Boltzmans lov og saette AE; = E, . o..(t)

u

3) Hvis man er helt vild, kan man jo ogsa prgve at inkludere, at en vis procentdel
af gassen er vanddamp, der sa vil kondensere under bestemte tryk og tempera-
turforhold

4) Man kunne selvfglgelig gnske at lave atmosfaeren i 3D, men det er sveert at

overskue i et regneark. Her vil det veere en fordel med et bedre programme-
ringsvaerktgj, og det er det, der indgadr i naeste afsnit.
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8.2. Time dependant energy balance model - a tutorial tool

Eigil Kaas, der er professor ved Niels Bohr Instituttet (NBI) pd Kebenhavns Universitet,
blev i 2021 samtidig videnskabelig leder af Nationalt Center for Klimaforskning (NCKF),
der er placeret p§ DMI. Til brug for sin undervisning i, hvorledes klimamodeller opbyg-
ges, har han udviklet vaerktagjer, der giver mulighed for at studerende selv kan ekspe-
rimenter med simuleringer. Det fplgende er en praesentation af en sddan model, som
han har stillet til rédighed for dette projekt. Simuleringen er oprindelig skrevet til Fort-
ran. P8 projektets website er dette efter aftale med Eigil Kaas "oversat” til en Python-
model. Det er tilstraebt at overseettelsen er 1-1, og derfor er introduktionen neden for
den samme. Artiklen er link 20, Pythonmodellen er link 21

Time dependent energy balance model - a tutorial tool

Description of a web-based model used in various courses - updated 16 November 2018

Eigil Kaas*
Niels Bohr Institute, Copenhagen, Denmark

1 Introduction

These notes provide a description of a time dependent, zonally averaged, one-dimensional energy
balance climate model. Le., it is a model, which is designed to simulate the temporal evolution
of the surface temperature at each latitude where the model temperature represents an average
along all longitudes, i.e.. averaged in the west - east direction around the whole Earth. The
model is symmetric around equator, i.e., the temperature at, e.g. 50°N, is the same as that at
50°S. Also the model is a so called aqua-planet model, which - in this context - means that the
simulated surface temperature represents the average temperature of a layer of water. In its
present configuration the model has no annual cycle.

Technically the model is set up as an Internet based application, where the user interactively
can modify a number of input parameters.

When launched the model first performs a long so-called control simulation which is sup-
posed to represent present day climate conditions. The final state of this simulation is then
used as starting point for a second simulation of the same length. In this second run the model
can be exposed to an external user defined (radiative) forcing in addition to the present day
short and long wave forcings.

In the following, section 2 provides a brief introduction to the simpliest types of energy
balance models while section 3 describes the specific model used here. Section 4 is an overview of
the experimental setup which is used when the model is run, and lists different input parameters
to the model, which may be changed by the user, and section 5 describes practical details when
running the model. Finally, section 6 suggests a few exercises that can be used to understand
the model and various basic concepts of climate research.
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2 Simple energy balance models

Considering our entire planet over a long period the absorbtion of solar radiation must be
balanced approximately by radiation emitted by the Earth system to space. Thus, in the
simplest type of climate model one estimates a so called effective planetary black body emission
temperature 7., which balances the globallv averaged absorbed solar radiation. Since the total
arca of the Earth is 47a?, where a is the radius of the Earth, we therefore get that the total
amount of energy emitted (i.e. lost) to space, the global average of the so-called outgoing long
wave radiation OLR, is:

47a?OLR = 4mwa’cT? . (1)

This is Stefan-Bolzmann’s law giving the total radiation emitted from a perfect black body with
temperature 7, and with an area of 47a?. In (1) o= 5.67 x 107W/m?/K* is Stefan-Bolzmann’s
constant. Since the temperature of the Earth is low as compared to the sun, the actual radiation
emitted by the Earth system is dominated by infrared wavelengths, as opposed to the visible
wavelengths emitted from the sun. The infrared radiation is often referred to as the long wave
or thermal radiation, and the solar radiation as the short wave radiation (of course referring to
the actual wavelength of the radiation).

The total radial flux of solar radiation (energy per squaremeter) at the Earth’s distance
from the sun is the solar ‘constant’, S ~ 1360 W/m?. Since the arca of the Earth disc, as
seen from the sun is 7wa?, the total downward component (as seen from the top of the Earth’s
atmosphere) of solar radiation is ma2S. A certain fraction, the planetary albedo «, of this short
wave radiation is reflected back to space. Therefore the total amount of short wave radiation
absorbed on the planet is:

Ey =ma?S(1 — a) : (2)

The energy balance requirement £, — 4ma?OLR =~ 0 gives the following time independent
simple energy balance climate model:

S(1—a)

1 —al*=0 . (3)

Solving for T, we get T,=255K, using a satellite based estimate of o = 0.29.

Obviously, the Earth’s effective temperature, i.e. solving (3), constitutes a poor model for
the temperature near the Earth’s surface: At present the area weighted arithmetic mean of the
near surface global temperature 7, is about 288K. The main reason for the difference 671 =
T, — T, is the atmosphere - or greenhouse - effect: The atmosphere contains clouds, greenhouse
gases and particles which can absorb and emit infrared radiation. The radiation to space is on
the average emitted from molecules and cloud droplets / ice crystals relatively high up in the
atmosphere where the temperature is much lower than the temperature of the surface where
most solar radiation is absorbed. This is the essence of the greenhouse effect: The average
emission temperature for molecules emitting fotons which escape to space without being re-
absorbed higher up is much lower than the surface temperature of the Earth. Fotons emitted
from the relatively warm surface will, with a high likelvhood, be absorbed in the atmosphere,
i.e. they will only rarelv escape directly to space. Put in other words: the greenhouse effect
act as an isolating blanket keeping the surface considerably warmer than it would be without
the existence of the atmosphere.

Normally the strength of the greenhouse effect is defined from the amount of downward
long wave radiative energy at the Earth’s surface. However, one can also use 07=1, — 1. as a
simple measure of the strength of the greenhouse effect. The stronger the greenhouse effect the
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Figure 1: Estimated global averages of energy fluxes (W/m?) between the surface, the atmo-
sphere and space. Note that a net absorbed amount of energy (0.6 W/m?) into the surface
(i.e., mainly the oceans) has been "allowed” to account for the best estimate of actual climate
energy imbalance. (From IPCC (2013)).

larger 67", and thereby o7 if S and « are unchanged. We can therefore re-write (3) as follows,
where the "unknown” variable is 7% !:

S(1 —a)

T ol — T =0 . (4)

It can be seen from Figure 1 that the largest contribution to the present day planetary
albedo of a = 0.29 is due to clouds, acrosols and gases?. In addition to their direct influence,
aerosols also have an indirect influence on a. The indirect effect is due to the role of some
acrosols as cloud condensation nuclei. It is noted, that the present day surface contribution to
«v is less than half of that due to clouds. Furthermore, only a relatively small fraction of the
present day surface contribution to a can be ascribed to ice and snow.

The present day greenhouse effect, corresponding to 07 = 33K, is determined by the actual
atmospheric state including its distribution of water vapour, well mixed greenhouse gases®,
clouds and other other trace gases gases such as Osz. Also aerosols contribute directly to the
greenhouse effect, although this contribution is very small and much smaller than the direct
effect of aerosols on a. Indirectly, via clouds, aerosols are of cause important for the strength of
the greenhouse effect. According to Figure 1 the total long wave atmospheric radiative forcing

Note that (4) leads to the present day T, of 288 K when the present day values for o and 67", i.e. 0.31 and
34 K, respectively, are inserted.

? Some well mixed greenhouse gases, e.g. COs, contribute slightly to a.

3Well mixed greenhouse greenhouse gases, i.e. COg, CHy, NoO and CFC gases, survive so long time in the
atmosphere that their concentration is almost uniform.
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is about 396 — 239 = 157 W/m?, i.e, if the atmosphere was suddenly removed completely the
Earth would loose 396 W/m? in the long-wave domain, instead the actual 239 W /m?.

So far we have just considered the present day situation. What happens if the climate
starts to warm up due to increased solar irradiance, i.e. S increases? Basically (4) continues
to apply, but we have to be aware that both a and 47 depend on the actual climate state, i.e.
T.. Therefore we re-formulate the climate model as follows

S(1—a(Ty))

The o and 07" dependencies on 7% describe short and long wave feedbacks, respectively,
in the climate system. For example the planetary albedo o will increase if T decreases from

— (T, —o0T(T) =0 . (5)

its present value of 288 K. This is due to increased ice and snow covered areas. Similarly,
T decreases when it becomes colder, mainly because a colder atmosphere can hold less water
vapour, which is the dominating greenhouse gas. The opposite applies when T, increases: 87
increases and o decreases, although the influence on « vanishes at some point when all snow
and ice has melted.

Since both a and 67T depend on the amount and type of cloud cover, which again depends
on 7%, all cloud feedbacks are supposed to be included in the ev and 87T functions. In general.
the functional influence of 7 on «v and 87" involves a huge number of climate feedback processes
which can enhance or damp the initial change in 7%.

In analyses of climate processes it is customary to introduce the concept of radiative forcing,
i.e. an imposed imbalance of the planetary radiation, which is due to some process that is not
an inherent part of the climate system. Here we will distinguish between radiative forcings that
are related to changes in the solar irradiance, and radiative forcings, F', of terrestrial origin.
The global energy balance model can then be re-written once again:

S —a(Ty))

F
- 4

(T, = ST(T)) =0 . (6)
Note: a change in S of 1 Wm™? corresponds to a global energy imbalance (radiative forcing)
of 1 x (1 —a)/4 Wm™2.

The terrestrial radiative forcing, F, can be due to geological and biological processes*, and
anthropogenic activities. (Geological processes can change the composition of the atmosphere,
e.g. the COy concentration, and the surface characteristics of the Earth. On short time scales,
the strongest natural contribution to F' comes from volcanic eruptions which emit huge amounts
of gases and particles into the atmosphere. In particular the sulphate (SO3) emissions from
explosive volcanoes can lead to formation of aerosols in the stratosphere, which in a vear or
so after the eruption leads to a strong increase of the planetary albedo. The largest eruption
in recent years, resulting in a short term (about one year) negative F-value with a peak value
between —2 and —3 W/m?, was Pinatubo at the Phillipines in 1991°. The total anthropogenic
greenhouse gas contribution to the F value (since pre-industrial times) has been about 2.5
W/m?. A main contribution to this number comes from the emission of COg and other green-
house gases. Note, that we have chosen to include the radiative forcing related to anthropogenic
greenhouse gases in the term F', although it would make more physical sense to implement such
a forcing as a change in the function 67'(75).

A positive radiative forcing, i.e. F > 0, implies that T, must increase a certain amount in
order to satisty (6). However, the required increase is highly sensitive to the above mentioned

41f the climate system is considered to consist of the entire Ilarth system the natural geological and biological
contributions to F' disappear and become part of the feedbacks. l.e. in a simple Earth System model they will
be included in o and 7.

5 Exersize: Calculate the change in planetary albedo, which, in terms of planetary radiative imbalance,
would correspond to a radiative forcing of F = —2.5 W/m?.
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Figure 2: An estimate of the globally and annually averaged temporal evolution of the instanta-
neous radiative forcing due to various agents, as simulated in the MIROC+SPRINTARS model
(Nozawa et al. (2005); Takemura and et al. (2005)).

climate system feedbacks: e.g. the more steeply 07 increases with T the larger the increase in
T, has to be.
As a final step we can make the global energy balance model time-dependent:

O, _ p, S1=a(l)

C —
ot 4

(T, — ST(T)) (7)
Here the left hand side represents the change per time unit of the heat content in a vertical
column of water with an area of 1 m? and a heat capacity C' = dp,,L,,, where d is the depth
of the water column, p, the density of water and L, the specific heat of water. The depth
d determines the thermal inertia of the model, i.e. how long time it takes to reach a new
equilibrium after some terrestrial radiative forcing F'. or a change in the solar constant, has
been introduced.

3 Description of the meridional energy balance model

This section describes the meridional (south-north) one-dimensional model corresponding to
the zero-dimensional model in (7), i.e. the model simulates the temporal evolution of the
zonal mean® surface temperature T, at different latitudes. For simplicity we have introduced a
coordinate x in the meridional direction which is equal to sine of the latitude ¢, i.e. & = sin(¢).
One of the advantages obtained by this choise is that the surface area of the Earth between two

If we only consider so-called local radiative balance/imbalance, i.e. the local surface tem-
perature is determined by short wave input, long wave output and thermal inertia we obtain:

T (1)
ot

6The zonal mean is the average along a latitude circle

C =F+ Q(z)(1 — o(T(. 1)) — o(Tu(a,t) — 6T (Tu(, 1)))*, (8)
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where Q(z) = 0.255(1. — 0.241(32% — 1)) is an approximation to the annual average downward
short wave flux at the top of the atmosphere (TOA) at the present day inclination of the
rotation axis of the Earth 7.

Note that from now on all dependent variables listed below are functions of x and t, as
opposed to the previous section, which only considered global mean quantities. The forcing F’
in (8) is, however, introduced simply as a global mean forcing,.

To obtain an estimate of the albedo, which agrees reasonably well with satellite based
present day estimates, we use the following expression &:

a(Ty) = min[0.7, o + o (1) — g (Ts) — Agars(T'(5)] (12)

where a, = 0.2+ 0.0822 and (1) = 0.60f; + (1 — f;)(0.1+0.152*) represent the atmospheric
(i.e. clouds, gases and particles) and surface (e.g. ice and snow) albedoes, respectively, and A,
= 0.32(1 — 0.852?) is an estimate of the fractional atmospheric absorption of solar radiation.
The parameter f; = k(273 — 1) is the fraction of snow /sca ice with albedo set equal to 0.60.
Note, that f; is enforced to be within the interval [0,1]. The constant kq is a user specified
constant, which determines the sensitivity of f; to the surface temperture T}, i.e. k; determines
the strength of the ice/snow albedo feedback. The default value of ky is 0.06 K=1. Note that we
have not introduced any short wave atmospheric feedback parameter representing possible (and
likely) short wave cloud feedbacks. In (12), and in what follows, we have for brewity omitted
the functional arguments (x,t) for T, and = for «, and A,, respectively.

We express the functional dependency of 67 on T}, i.e. all types of long wave feedbacks, as

"Note that 2 varies between -1 (the South Pole) and 1 (the North Pole) and that the global integral of a
variable U depending only on latitude (such as the zonal mean of a variable) can be written as:

/2 1
27a? / U cos ¢pdp = 2ma® / Udzr. (9)
—7/2 -1

As an example the globally integrated downward solar radiation at the top of the atmosphere becomes:

/2 1
21a? Qo) cos pdp = 271'(12/ Q(x)dx
—7/2 -1
g 1
= :jﬂ'ar‘)f (1—0.241(322 — 1))dx = S7a? (10)
-1

This is exactly the solar constant times the area of the Earth disc as seen from the sun.
If we introduce the notation < % > to indicate the global average of a variable 1 that is independent of
longitude we get

‘ ora? [t
<> = —— (a)dr
‘ 47a? /_1 pa)

1
= %[ Y(z)dx (11)

= 1

8The form of (12) is obtained in the following approximate way. Assume we have an atmospheric absorbtion
fraction A,, an atmospheric albedo o, and a surface albedo as and consider a unit area of the globe. Then
the amount of short wave radiation reaching the surface is Q(x)(1 — a, — Ay). Because of the surface albedo
only the fraction (1 — ) of this number will actually be absorbed at the surface, i.e. the total amount of
absorbed radiation at the surface is Q(2)(1 — g — Ao)(1 — ag) = Q(2)(1 — g — Aa — s + agas + Agarg) =
Q(x)(1 — (g + Ag + s — agrs — Agas)). The amount of absorbed solar radiation absorbed in the atmosphere
is similarly Q(x)A, so that adding the surface and the atmospheric absorptions we get the total amount of
solar radiation absorbed in the Earth system : Q(2)(1 — (g + g — agas — Agag)). This means that the
effective albedo is a, + as — agzas — Agas. Note, that in the above we have ignored second order effects of
re-absorption /reflection of reflected light. The limitation to the value 0.7 in (12) is based on observations of
present day albedo over Antarctica where the value is about 0.7
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a very simple linear relationship:
5T(Ts) =01y + ]xg(TS — 'TQQ) = (fiTD — kgT[)o) + k3T (13)

where 6Ty = 33.1K, Tpy = 287.5K and k3 is a user-specified constant defining the strength of
the long wave feedbacks. Positive values of k3 correspond to positive feedbacks (i.e. enhancing)
and negative values to negative feedbacks (i.e. damping). The default value of ks is 0.5. Due
to the simplicity of the expression in 13 we have to restrict the minimum value of §7(75) since
there will always be some small greenhouse effect left in the atmosphere due do well mixed
trace gases, clouds and aerosols. This minimum value has crudely been set to 10K.

If one uses the model in (8) to estimate the surface temperature at different latitudes, one
obtains much too high temperatures in the tropics and much too low temperatures at high
latutudes. This is because the atmospheric and oceanic flows in the real world give rise to a
large scale turbulent poleward transport of heat. Figure 3 show an estimate of these transports.
A simple way to include such transports in our energy balance model is to assume that energy
crossing a given latitude can be re-presented as a large scale turbulent eddy diffusion. Then
the convergence of this transport, i.e. the local accumulation of heat is:

o[ 0T
a(D(l—I )Or) (14)

where D is a heat diffusion coefficient. The derivation of (14) is given in the appendix.
It has been argued (Alexeev et al., 2005) that the meridional diffusion coefficient should

be sensitive to the global mean temperature << T, > because the moisture content in the
atmosphere for a given temperature increase tends to rise more at low (warm) latitudes than at
high (cold) latitudes. Therefore the meridional transport of moisture, i.e. latent heat, increases.
Effectively, this represents an increase in the meriodional heat transport. We therefore use the
following expression to describe D

D = Domax[0.5. 1. + ko(< T > —Tho)] (15)
The default values of Dy and ko are 0.66 W/m?/K and 0.01 K—1, respectively.

Using the expression in (14) to describe the meridional heat flux convergence we obtain the
prognostic equation for our time dependent meridional energy balance model:

o1

¢ ot

J J7T.
=F+Q(1—a(1y) — (L. — 6T(L))* + — | D(1 — 2?)= 16
QU = a(L) - o(T — 5T + o (D - AT (16)
The value of €' has evervwhere been set to 1.046x10° J/K. This corresponds to a depth of
the "water” of 250 m, and it gives an effective thermal inertia of the simple model which is in
reasonable agreement with dynamical climate models.

4 Experimental setup

The model equation (16) is solved numerically using so-called centered differences to estimate
the values of the spatial derivatives. Thus, the model represents T in large number of grid-
points ranging from the south-pole to the north pole. From a given initial temperature distribu-
tion the model steps forward in time thereby gradually changing the temperature distribution
in the gridpoints.

The model is initialised by a surface temperature profile which varies in the z-direction as
follows:

/! 1
To(x,0) =Ty — ax® + 5 f1 ax?de =Ty + a(g — 2?) (17)
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Nordgaende varmetransport (PW)
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Figure 3: An estimate of the meridional heat transport. The red curve shows the transsport
needed to balance satellite based estimates of radiative imballances at different latitudes. The
blue curve is an estimate of the atmospheric transport based on the European Re-analysis
project ERA15. The gren curve is the residual (i.e. total minus atmospheric) representing the

oceanic transport plus temporal storage. Units: PW = 10W

Table 1:  List of user specified values and their default values that are used if nothing (or 707)
is specified.

Name | Description Default value | Unit

k1 Sensitivity of f; to temperature 0.06 Kt

ko Sensitivity of D to < T, > 0.01 K1

ks Sensitivity of local T, — T, to T 0.5

Dy Present day turbulent diffusion coett. 0.66 W/m?/K
14 Initial value of < T > 288.0 K

So Present day/initial value of the solar constant 1365.0 W/m?

S Changed value of the solar constant 1365.0 W/m?

F Terrestrial radiative forcing 0.0 W /m?

with a = 45 K. Tj is a user specified global mean initial surface temperature with default value
of 288.0 K, i.e. 15 C. The model first reads the user specified constants if they are different
from the default values. Then it simulates the evolution over 500 vears with a user specified
value of the present day solar constant S = 5y. The default value of Sy in the model is 1365
W/m?. This first simulation where the forcing parameter F' is set to 0 is also termed ”control
simulation”, to mimic the term used in dynamic climate modelling. The control simulation
is followed by a climate change simulation where the solar constant is set to a different user
specified value Si. In this second simulation the forcing parameter takes the user specified value
F. Default values of S; and F are 1365 W/m? and 0.0 W/m?, respectively. If you would like
to simulate the effects of a doubling of the atmospheric COg concentration you should replace
the £ value by 3.75 W /m?.
A list of user specilied values and their default values can be found in table 1.

P3 website kan du lzese resten af praesentationen og finde Python-modellen
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TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

0.
Opstilling af en klimamodel
med anvendelse af
Navier Stokes

En klimamodel, der skal beskrive, hvordan temperatur, tryk og nedbgr aendrer sig
over tider naturligvis et stort system af koblede differentialligninger. Da vi er i 3d,

er alle differentialligninger sakaldte partielle differentialligninger. | filmen forklarer
Martin Olesen ud fra en model som denne, hvordan klimaforskere forst deler Jordens
atmosfaere - og tilsvarende oceanerne - op i kasser af passende stgrrelse. Dernaest
at de inden for hver kasse opstiller de ligninger, der binder de variable sammen. Og
endelig beskriver, hvordan kasserne interagerer. De fundamentale ligninger kaldes
Navier Stokes differentialligninger, og vi vil her i kapitel 9 arbejde med nogle simple
problemstillinger, der kan give et indtryk af modelleringen.

o o
‘ - | 4

matéﬂﬁi}atik
arbejde




9. Opstilling af en klimamodel med anvendelse af Na-

vier Stokes

Er du ikke fortrolig med vektorer i 3d, s8 kan du finde en gennemgang her i link 22,
der bygger p§ din viden om 2d. I disse afsnit betegner fed skrift vektorer...

9.1. Udledning af kontinuitetsligningen for éndimensioneilt flow
Vi kigger pa en strgmning af

en vaeske eller en gas, der Y
kun kan bevaege sig i x- h
aksens retning: _
Hastigheden u af vaesken er
egentlig et vektorfelt, der er #(0.3) u(L.y)
en funktion af x, y og z:

ux

u= <uy> I
u, —
0 I X

Men i denne simple udgave kigger vi pa situationen, hvor hastigheden i y — og z —ret-
ningerne er 0. Vi beholder dog notationen u, for hastigheden i x —retningen, da det vi-
ser sig at vaere lettere at generalisere til flere dimensioner p& denne made.

Massen af mediet i rektanglet [0; L] x [0; h] er givet ved:
h (L
M=f fp(x,y)dxdy
0 J0

Den afledte d—Mfinder vi ved at differentiere under integraltegnet:

f fLap(x 59)

hvor det er underforstaet, at densiteten kan have en eksplicit tidsafhaengighed. Masse-
flowet ind i vores [0; L] x [0; k] boks i hgjden y er pr. sekund: p(0,y) - u,(0,y), sa det sam-
lede masseflow ind fra venstre side pr. tidsenhed er

fo hp(O. ¥) - ux(0,y)dy

og tilsvarende er vores massestrgmning ud af boksen i hgjre side pr. sekund givet ved
fo hp(L. y) - ux(L, y)dy

Tilvaeksten af massen i boksen pr. tidsenhed er altsd (flow ind minus flow ud)

dM h

h
= 0,y) - u, (0,y)dy — L,y) u,(Ly)d
3 = | PO @y = | o) u Ly

h
- fo (0,3 1(0,3) — p(L,y) - (L, Y)dy
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Bemaerk: 1. koordinaterne i integranden er konstanterne 0 og L.

Vi kan derfor opfatte integranden som beregningen af det bestemte integrale:

L 3p(x,y)ux(xy)
fo - dx

Fortegnsskiftet i integranden skyldes, at der er "byttet om pa graenserne”.

Vi far saledes

dM ("t ap(xy) - ue(x,y)
—= J J — dxdy
dt o Jo ox

Ved at seette de to udtryk for 'fi—“;' lig med hinanden og traekke det sidste integral over
pa venstre side far vi:

ch'Lap(x,y) +ap(x,y)-ux(x,y) dxd
0 Y0

=0
ot ox 4

Da dette skal geaelde for alle mulige udgaver af densitets- og hastighedsfelter, far vi
dermed kontinuitetsligningen:

ap(x,y) 9p(x,y) - u,(x,y)
+ =
at ax

0

For en virkelig veeske eller gasstrgmning der kan bevaege sig i alle tre dimensioner, ma
vi summere op, hvad der flyder ud af boksen i alle tre retninger og far derfor:

6_p+6p-ux+6p-uy+ap-uz

Jt 0x dy 0z
Denne ligning kan skrives pa den mere kompakte vektoranalyseform:
d
d0x
IRK e
— — . y =
at dy U,

\a/
0z
eller endnu mere kompakt som et "skalarprodukt”:

ap _
E +V: pu = 0
hvor nabla-operatoren er defineret ved: V &

Ovelse 9.1

De fleste vaesker er inkompressible, dvs. deres densitet p er konstant. Vis, at for en
inkompressibel vaeske er divergensen af hastighedsfeltet O dvs. V-u = 0.
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For inkompressible vaesker- som f.eks. vand - betyder det, at for ethvert afgraenset
rumfang stremmer der lige sa meget vaeske ind i rumfanget som der strgmmer ud pr.
tidsenhed. For gasser (luft) er situationen helt anderledes, fordi luft kan presses sam-
men og danne omrader med hgjere tryk.

Ovelse 9.2

a) Forklar, hvorfor en vandstrdle, der falder lodret ned fra en vandhane, bliver tyn-
dere og tyndere.

b) Beregn - f.eks. ved energibevarelse — hastigheden af veeskepartiklerne i vand-
stralen som funktion af faldhgjden h. Du kan antage, at vandets starthastighed
ervyg#0

c) Argumentér for, at massen af vand der forlader vandhanen pr. sekund er

mg =V - 4g
hvor 4, er @bningens tveersnitsareal

d) Opstil — med baggrund i kontinuitetsligningen - et udtryk for tvaersnitsarealet
A(h) og diameteren D(h) af vandstralen som funktion af faldhgjden h

e) Design og udfgr et eksperiment der efterviser dine ligninger fra c) f.eks. ved
brug af et foto af vandstralen sammen med en malestok

9.2. Newtons 2. lov
2
Newtons 2. lov beskriver sasmmenhangen mellem accelerationen a = % af en partikel

2

og den resulterende kraft der virker pa partiklen:
m-a=F,.

Newtons 2. lov gaelder med stor ngjagtighed i alle inertialsystemer, dvs. i alle systemer
I hvor inertiens lov geelder:

F,..s =0 = v = konstant
Altsa: et inertialsystem er et koordinatsystem, hvor der gaelder, at nar summen af alle

kraefter pa en partikel er 0 sa vil partiklen enten ligge stille, eller fortseette langs en ret
linje med konstant hastighed v.

Ovelse 9.3

Vis, at det omvendte ogsa gaelder: Hvis Newtons 2. lov gaelder i et eller andet koordi-
natsystem S sa vil Newtons 1. lov ogsa geelde, dvs. S automatisk vil veere et inertialsy-
stem.

Ovelse 9.4

Vis, at hvis et koordinatsystem K bevaeger sig med konstant hastighed v, i forhold til et
inertialsystem I sa er K ogsa et inertialsystem.
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Hvis vores partikel beskrives fra et system S, der ikke er et inertialsystem, vil den op-
fore sig, som om der er nogle ekstra kraefter der virker pa den, ud over de reelle virke-
lige kreefter den er pavirket af. Disse kraefter kalder vi fiktive kraefter, og de er meget
vigtige for beskrivelsen af f.eks. havstremme og vindsystemer pa Jorden, da vi typisk
vil beskrive disse faenomener ud fra et koordinatsystem, der ligger fast i forhold til Jor-
dens overflade. Og jordens overflade roterer som bekendt om en akse, og accelererer
derfor i en jeevn cirkelbevaegelse. Vi kigger derfor straks pa

9.3. Newtons 2. lov i et accelereret koordinatsystem

I dette afsnit skal vi komme frem til de fiktive kraefter, der virker pa en partikel, hvis
dens beveaegelse beskrives i et koordinatsystem S, der ikke er et inertialsystem. Vi be-
tragter derfor fglgende figur:

P& figuren er I et inertialsystem, mens S er et koordinatsystem, der er accelereret i for-
hold til 1. Den partikel, vi vil beskrive, har massen m og dens position er beskrevet ved
3D vektoren r; i inertialsystemet I, og ved vektoren r, i systemet S. Indeks i og r refe-
rerer generelt til beskrivelse set fra hhv. inertialsystemet I og relativt til det accelere-
rede koordinatsystem S. Begyndelsespunktet i systemet S er beskrevet ved vektoren R
og alle vektorerne er naturligvis funktioner af tiden ¢t.

Ideen er nu at opstille Newtons 2. lov for partiklen i inertialsystemet I
ma; = Fyeg

ved at bruge vektorrelationen
r =R+r,

differentiere denne to gange mht. tiden og sa aflaese hvad accelerationen a, bliver i det
accelererede koordinatsystem S.

Basisvektorerne i systemet S kalder vi i,jog k og den relative position af partiklen bli-
ver sdledes

r-=x@®)i+y®)j+z@)k
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Da systemet kan rotere, er basisvektorerne ogsa funktioner af tiden! Deres laengde er
selvfglgelig altid 1, men deres retning kan skifte. De bevarer ogsa deres ortogonalitet,
selvom de roterer.

Vi skal differentiere rigtig meget, og bruger derfor fglgende almindelige gymnasie-
notation for differentiation mht. tiden:

% =1’ og tilsvarende for dobbelt differentiation mht. t : % =7r"

Vi differentierer fgrst for at finde hastigheden:
ri =R +r,’
= R’+i(xi+yj+zk)
dt
Da bade koordinater og basisvektorer er funktioner af tiden, skal vi bruge produktreg-

len og finder hastigheden beskrevet i inertialsystemet:

vi=r/ =R +xi+yj+72k+xi' +yj +zk'

@velse 9.5
Vis, at nar vi differentierer én gang mere finder vi accelerationen
a,=r;"=R"+x"i+y"j+72'k+2("T" +yj +7ZK)+ xi" +yj" +zk"

Vi naermer os nu et resultat. Fra gvelse 9.5 har vi den relative acceleration: a, = x"i +
y"j + 7'k altsd accelerationen af vores partikel beskrevet fra koordinatsystemet S. Men
som vi ser, er der masser af andre led pa spil, som f.eks. koordinatsystemets accelera-
tion R”

Vi kigger nu pa, hvordan vi kan beskrive, at systemet roterer. Dette ggres ved hjzelp af
en rotationsvektor w, der er en vektor hvis retning er parallel med rotationsaksen og
hvis lzengde er lig med vinkelhastigheden, dvs. w = 2n/T hvor T er rotationstiden.
Strengt taget kan w 0gsa veere tidsafhangig, men det er som regel ikke nogen drastisk
approksimation at seette @’ = 0. Rotationsvektoren fungerer pa den made, at de tidsaf-
ledte af koordinatsystemets basisvektorer kan findes direkte ved krydsproduktet (se
evt link 22 for vektorregning i 3d)

i'=wxi, j=wxj k=wxk

Ovelse 9.6
Vis, ved hjaelp af relationerne for den tidsafledte af basisvektorerne, at

a) 2(x" " +y'j'+7Z’k") = 2w x v,
b) xi" +yj" +zk' = w x (w X 1,)

Med resultatet fra denne gvelse kan vi nu opskrive vores ligning for accelerationen malt
i inertialsystemet I lidt mere kompakt:

a,=r"=R'"+a,+20wXxXv,+ X (wXr,)
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Og ganger vi massen pa begge sider af ligningen og isolerer ma, finder vi den resulte-
rende kraft inklusiv fiktive kreefteri S

inkl.fiktive k t
F;’;S fiktive raefeerarZmai_mRn_mexvr_mwx(wxrr)
Eller
inkl.fiktive k t irkeli
pnLkEve R ter _ g puTeioe _ i g v < x (@ X 1)

Leddet F.,, = —2mw X v, kaldes Corioliskraften og leddet F_.,,, = —mw X (w X r,) er den
sa bergmte men ofte misbrugte centrifugalkraft!

Vi skal nu se pa et par opgaver med fiktive kraefter og starter i den “simple” ende hvor
der ikke er nogen rotation

9.4. Mekanikkens akvivalenssaetning
Vi betragter en situation, hvor S ikke roterer, men har en konstant acceleration: R = a

a) Vis, at en partikel med massen m i systemet S vil "fgle” en konstant fiktiv kraft:
F = —ma

Det er denne kraft man maerker nar man fgler sig presset bagud i en bil der accelere-
rer! Mekanikkens akvivalensseetning siger, at

Mekanikkens akvivalenssaetning
I et koordinatsystem der accelerer med konstant acceleration a f.eks. mod hgjre
“foler man” et tyngdefelt med tyngdeacceleration —a dvs. mod venstre.

Ovelse 9.7

En partikel falder frit (og uden luftmodstand) i et tyngdefelt. Vi beskriver kraftpavirk-
ningen pa den i et koordinatsystem, der fglger med partiklen i faldet.

b) Vis, at partiklen ikke vil kunne maerke tyngdekraften, dvs. ikke er pavirket af
nogen kraft set fra koordinatsystemet, der fglger med partiklen i faldet.
c) Passer denne observation med mekanikkens aekvivalensprincip?

Vi betragter nu koordinatsystemer der roterer:

Ovelse 9.8

En karrusel med en diameter pa 10,0 m har en rotationstid pd 5,0 sekunder. Set oven-
fra drejer karrusellen mod uret, sa rotationsvektoren w peger opad. En person med
massen m = 50kg gar fra periferien direkte mod centrum med en fart pa 1,2 m/s mens
karrusellen kgrer.

90



a) Beregn stgrrelsen af rotationsvektoren w

b) Hvilken retning har Corioliskraften pd personen?

c) Beregn stgrrelsen af Corioliskraften pa personen og sammenlign med tyngde-
kraften pa personen

d) Hvilken retning har centrifugalkraften pa personen?

e) Beregn stgrrelsen af centrifugalkraften pd personen lige ndr han begynder at ga
mod centrum og sammenlign med tyngdekraften og corioliskraften pa personen.

f) Hvad sker der med stgrrelsen af Corioliskraften og centrifugalkraften efterhan-
den som personen kommer taettere pa karrusellens centrum?

I karrusellens loft er der haengt et lod op i en snor saledes at loddet er i hvile i for-
hold til karrusellen.

g) Vis, at snorens vinkel 6 i forhold til lodret retning er givet ved udtrykket:
w?-r

tan(e) =

9.5. Miniprojekt om Corioliskraften og centrifugalkraftens betydning pa
jordens overflade

For at f& en fornemmelse for de to kraefters betydning, prgver vi i denne opgave at be-
regne stgrrelsen af Coriolis- og centrifugalkraefterne pa en kugle med massen m (der
f.eks. kan seettes til 1 kg) i forskellige situationer

a) Beregn stgrrelsen af rotationsvektoren w for jordens rotation.
Vi placerer nu vores kugle i hvile ved akvator.

b) Beregn centrifugalkraften pa kuglen og argumenter for, at Corioliskraften pa
kuglen er 0.

c) Argumenter for, at retningen pa centrifugalkraften er modsat rettet tyngdekraf-
ten.

Jordens omdrejningstid er som bekendt (og som brugt i opgave a) ca. 24 timer.

d) Hvad skulle jordens omdrejningstid vaere, for at tyngdekraften og centrifugal-
kraften p& vores kugle ved aekvator bliver lige store - sa man ville svaeve rundt
ved aekvator?

e) Undersgg om der findes steder pa jorden, hvor centrifugalkraften pa loddet er 0

Vi lader nu vores kugle beveaege sig med en fart pa 2 m/s, men i udgangspunktet er
den stadig placeret ved akvator.

f) Hvorfor har det ingen betydning for centrifugalkraften pa loddet, at loddet er i
bevaegelse?

g) Undersgg hvilke mulige retninger Corioliskraften pa loddet kan have. Prgv f.eks.
at overveje hvad der sker ndr loddet bevaeger sig preecist i retning mod gst,
nord, vest eller syd.

h) Beregn stgrrelsen af Corioliskraften pa loddet nar det beveaeger sig i retning gst-

vest og sammenlign med centrifugalkraften pa loddet fra opgave b)
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Vi ser nu pa hvordan Coriolis og centrifugal-
kraefterne aendres nar vi placerer vores partikel A
- stadig i bevaegelse - pa en breddegrad ¢ # 0
mellem aekvator og nordpolen:

i) Vis, at stgrrelsen af centrifugalkraften pa v
et lod med massen m der er placeret ved
breddegraden ¢ er |F on:| = mw?r - cos¢

j) Vis, at den samlede kraft pa loddet (gra-
vitation + centrifugalkraft) i retning mod ¢
jordens centrum bliver:
Fentrum = mg — mw?r - cos? ()

k) Vis, at dette svarer til, at vi har en effek-
tiv gravitationskonstant:

w?r 5
Yeffektiv = 9 1- 7 - cos” ¢

Centrifugalkraften eller centrifugalaccelerationen kan altsa “indbygges” i vores
almindelige tyngdeacceleration

Vi lader nu vores lod bevaege sig vandret i stik nordlig retning som vist pa figuren.

[) Vis, at vinklen mellem rotationsvektoren w og hastighedsvektoren v er ¢ og at
stgrrelsen af Corioliskraften er |F¢,,..| = 2mov - sing

m) Hvilken retning har Corioliskraften pa vores lod? Hvilken retning ville den have,
hvis vores lod bevagede sig direkte mod syd?

n) Overvej hvorfor vinden ind mod et lavtryk pa den ?._a ;
nordlige halvkugle vil bevaege sig rundt om dette fr} /
imod urets retning og hvorfor vind vaek fra et hgj-
tryk vil bevaege sig i urets retning rundt om dette
_ﬁ'}

0) Hvordan vil vinden bevaege sig rundt om et lav-
tryk pa den sydlige halvkugle?

p) Beregn stgrrelsesordenen af Corioliskraften pa no- =
get vand der i en hvirvelstrgm lgber ud gennem '
aflgbet pa et badekar. Seet f.eks. breddegraden til
56 grader (Danmark), farten til 0,5 m/s og mas-
sen til m = 100gram.

gq) Antag aflgbets diameter er 5 cm og brug formlen for centripetalkraft: F, = mT”Z til

at vurdere den kraft der er ngdvendig for at holde vandet i en jaevn cirkelbevae-
gelse rundt om aflgbet. Er Corioliskraften stor nok til at have indflydelse pa van-
dets bevaegelse?
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9.6. Navier-Stokes ligning: Newtons 2. lov pa en vaskepartikel

For at kunne forudsige vejret og havstrgmme mm. skal vi kunne beregne vaskers og
gassers hastighedsfelter u(r,t). Det viser sig, at de ligninger, der beskriver dette ha-
stighedsfelt, er ret komplicerede at Igse, men de er ikke helt sa sveere at opstille. Lig-
ningerne blev udviklet af franskmanden Claude-Louis Navier og den irsk fgdte George
Gabriel Stokes allerede i 1800 tallet, og vi kalder dem derfor for Navier-Stokes lignin-
ger. Udledningen tager afsaet i Newtons 2. lov og gar egentlig “bare” ud pa, at opstille
denne for alle vaeskens molekyler. Det viser sig, at dette ikke er en praktisk mulig til-
gang, og Vi skal derfor lave et lille trick:

For at kunne anvende Newtons 2. lov pa vaeske eller gasstrgmninger, indfgrer vi be-
grebet en vaeskepartikel. En vaeskepartikel er ikke en traditionel fast partikel, men er
en bestemt afgraenset "boble” af vaeske (eller gas), der fglger med stremmen. Boblen
kan deformeres, alt efter hvordan vaesken/gassen flyder, men det er hele tiden de
samme molekyler, der er i den. En vaeskepartikel skal have en stgrrelse, der er stor i
forhold til molekylestgrrelsen, sa vi sikrer, at der er mange molekyler i boblen, og dens
overflade kan opfattes som en glat flade. Men samtidig skal stgrrelsen af partiklen vae-
re meget mindre end dimensionerne af det omrade vaesken/gassen flyder i som f.eks.
laengden af et svgmmebassin eller bredden af en 3, sa vi sikrer, at vaeskepartiklerne
fylder alle hjgrner af vores beholder ud, uden at skulle have ekstreme former. Man kan
derfor teenke pa vaeskepartiklerne der ser ud som pa figuren her:

u(r + Ar,t + At)

u(r,t)

Figur: viser en vaeskepartikel der fglger strammen og deformeres lidt i Igbet af et lille
tidsrum At

Vi kigger nu pa accelerationen af massemidtpunktet for en vaeskepartikel med enheds-
volumen, der fglger med strgmmen (se figuren). Accelerationen af vaeskepartiklen kan
skyldes to ting: dels kan hastighedsfeltet vaere tidsafhaengigt, men det kan ogsd vaere
at vaeskepartiklen bevaeger sig ind i et andet omrade, hvor hastighedsfeltet er sendret.
Vi udfgrer beregningen i to dimensioner, sa man kan se systemet (som vist pa figu-
ren), og generaliserer sa til 3 dimensioner.

Hastighedsfeltet langs massemidtpunktets bane u(x(t), y(t),t) differentieres mht. t ved
brug af den generaliserede kaederegel:

Ju, dx+0ux dy+6ux dt
Ox dt 0dy dt ot dt

Ouy dx  Ouy dy OJuy dt
ox dt = ay dt ' ot dt

Du d (u,(x(t),y(t),t)
dt  dt (uy(x(t).y(t), t))
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Ju, dx N du, dy 4 ou,
dx dt 0dy dt 0t
Ju, d Ju, d d
Tty &x Tty 4y Oy
dx dt dy dt o0t

ou, ou, Ju,
_ W'””a_'”“ﬁ\y

ax Ty W

eller skrevet i en meget kompakt notation der ogsa deekker det generelle tilfselde

Du_( v +8u
dr VUt

Stgrrelsen Z—’t‘ kaldes ogsa for den substantielle afledte og angiver altsd bade, hvor me-
get hastigheden andrer sig, fordi hastighedsfeltet er tidsafhaengigt, men ogsa hvor

meget den aendrer sig, fordi veeskepartiklen bevaeger sig ind i et omrade, hvor ha-
stighedsfeltet bare er anderledes.

For vores vaeskepartikel - der havde enhedsvolumen - er massen m=p-1=p 0g
“masse gange acceleration” delen af Newtons 2. lov bliver derfor - i den kompakte no-
tation:

_ Du_ -V +(’)u
measpg T\

Dette udtryk bliver venstresiden af vores Navier Stokes ligninger.

Og nu til den anden side af newtons 2. lov dvs. kraftdelen! Hvilke kreefter virker pa vo-
res vaeskepartikel og hvad bliver den samlede kraft F,.;?

Krzefterne pa en vaeskepartikel
Vi kan liste de typer af kreefter op der virker pd vores vaeskepartikel. Der er:

1) Tyngdekraften

2) Trykgradientkraefter

3) Fiktive kraefter som f.eks. centrifugalkraefter og Corioliskraften
4) Indre gnidningskreefter mellem de forskellige vaeskepartikler

Hertil kommer ydre patvungne kraefter, men lad os i férste omgang se bort fra sadan-
ne.

Tyngdekraften

Tyngdekraften teet ved Jordens overflade er givet ved den simple formel F,=m- g,
hvor g er tyngdeaccelerationen. For vores vaeskepartikel med enhedsvolumen bliver
kraften derfor blot

Fe=p-g
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Trykgradientkraefter

Den samlede (resulterende) kraft i x —retning p@ mediet i rektanglet [0;L] x [0; h] (se
figur 1 i afsnit 9.1.) beregnes ved at integrere trykket pa begge endeflader - husk, at
trykket jo er defineret som kraft pr. areal (for at enhederne skal passe ma dy have en-
heden m? hvilket er lidt useedvanligt...):

h h
F, = f p(0,)dy - f p(L,y)dy
0 0

Vi samler til ét integral:
h
Fy =J p(0,y) —p(L,y)dy
0

Og laver "baglaens integration” ligesom for kontinuitetsligningen og bemaerker igen for-
tegnsskiftet pga. omvendt raekkefglge af graenser:

h La X,
Fx:‘JJ p( y)dxdy
0 Y0

0x

S& pa et enhedsvolumenelement er kraften i x-retning altsa —%. Hvis vi kigger pa
flow i alle tre dimensioner, fgrer et tilsvarende argument til

Fres =—Vp

Dvs. den resulterende kraft er givet ved “minus trykgradienten” — og vi taler derfor om
trykgradientkraefter. Laeg maerke til fortegnet:

Den resulterende kraft peger fra hgjt tryk mod lavt tryk og bleest eller vaeskestrom vil
alts§ g8 fra hajt tryk mod lavt tryk, hvis de eneste kraefter, der virker p§ partiklen, er
trykgradientkreefter.

Fiktive kraefter
Fra afsnittet om Newtons 2. lov i et accelereret koordinatsystem fandt vi de tre vigtig-
ste fiktive kreefter

Fry, = —mR", Feorr = —2mw X v, , Feone =—mw X (0 X1,)

Da Jorden falder frit i tyngdefeltet fra Solen har vi ingen akvivalenskraefter (se opga-
ven om Mekanikkens aekvivalenssaetning)

Da centrifugalkraften altid er rettet vaek fra jordens akse kan den “indbygges” i tyng-
deaccelerationen g (se opgave Corioliskraften og centrifugalkraftens betydning
pa jordens overflade) og det vil derfor vaere tilstraekkeligt for meteorologer og
oceanologer at medtage Corrioliskraften i Navier Stokes ligning, ndr de skal forudsige
vejr, vind og havstrgmme.

Indre gnidningskraefter - viskositet

Gnidningskreefter er helt generelt noget af det svaereste at modellere i fysik! Selv i den
mest simple situation hvor man traekker en glat klods hen over en glat overflade, er
gnidningskraften svaer at fa styr pa rent matematisk. I den simpleste model, man har
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for denne situation (Coulombs gnidningslov), er stgrrelsen af gnidningskraften propor-
tional med stgrrelsen af den normalkraft N klodsen pavirkes af underlaget med:

|anid| =u-|N|

Retningen af gnidningskraften er modsatrettet klodsens hastighed og proportionalitets-
konstanten u, der er en materialekonstant, kaldes gnidningskoefficienten. Men den er
slet ikke konstant! Hvis klodsen starter med at ligge stille, skal man pavirke den med
en stgrre kraft end gnidningskraften for at saette den i bevaegelse, og nar den sa fgrst
er i bevaegelse, bliver gnidningskraften mindre. Det er dog forskelligt fra opstart til op-
start, hvor stor kraft der skal til at seette klodsen i gang, selvom forsggsbetingelserne
er fuldstaendig identiske! Og gnidningskoefficienten er ogsa afhaengig af hastigheden.
Men hastighedsafhangigheden kan ikke engang beskrives ved en funktion! Hvis man i
et forsgg f.eks. fgrst har en gnidningskraft pa 2,3N ved en fart pa 1m/s, derefter acce-
lererer op til en fart pa 2m/s, hvor der maske er en gnidningskraft pa 4N og derefter
saenker farten til 1m/s igen, sa bliver gnidningskraften “oppe” og kommer maske kun
"ned” pa 3,1N, selvom man nu igen traekker den samme klods p& det samme underlag
med en fart pa 1m/s!

Gnidningskraefternes komplicerede natur skyldes dels, at overfladerne - nar man zoo-
mer ind - viser sig at have en fraktal struktur ligesom et bjerglandskab og nar vi zoo-
mer endnu mere ind, skyldes det ogsa, at vi jo i virkeligheden ikke har en reel bergring
(hvad det sa vil sige) mellem overfladerne, men derimod elektroner der gnider mod
elektroner, og der opstar derfor ogsa effekter, der skal beskrives med Van der Waalske
kraefter eller ligefrem med decideret kvantemekanik!

Og situationen bliver ikke simplere, nar vi kigger pa gas der gnider mod gas, eller vae-
ske der gnider mod vaeske (eller vaeske der gnider mod gas). Lad os betragte fglgende
figur:

y y

w, (y + Ay, t) w,(y + Ay, t + At)

=_,_F
1 - u () = u,(y,t+AD)

Fy

—— u, (y — Ay, t) o u (y - Ayt + AL

X X

Vi ser pa tre forskellige vaeskepartikler der fglger hastighedsfeltets stremningslinjer
(fuldt optrukne linjer). Fgrste del af figuren viser situationen til tiden t og anden del af
figuren viser situationen et kort tidsrum At senere. Som vi kan se, afhaanger hastighe-
den i x-retningen af y-koordinaten, sa den gverste vaeskepartikel vil gnide mod den
midterste og accelerere denne lidt op, mens den nederste vaeskepartikel bevaager sig
langsommere og derfor vil bremse den midterste lidt. Lad os overveje hvilken ha-
stighedsaandring den midterste partikel oplever.

I den simpleste model vil stgrrelsen af gnidningskraefterne i x-retning veere proportional
med hastighedsforskellene, dvs.

Fipo =p- (ux(y + Ay, t) —u, (3, t))
Og tilsvarende
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Fox =1 (uxy (v, 8) — ux(y — Ay, 1))
hvor u er en proportionalitetskonstant.

. . d .
Fra impulssaetningen (Newtons 2. lov pa formen T = Fres) far vi sd, at

Duy

pr—E=Fy =P = (e + 47,0 —u,(0,0) = (e, ) —w, (v = Ay, ) (¥)

0%u,

S& hastighedsaendringen i x-retning er altsd proportional med krumningen i y —retning
pa u,(y,t) grafen. Dette giver god mening: Hvis de to nabopartikler over og under dig
bevager sig hurtigere end din vaeskepartikel (positiv krumning af hastighedsfeltet) vil
din partikel blive speedet op, og omvendt: hvis de begge bevaeger sig langsommere
end dig vil du blive bremset:

@Ovelse 9.9

Kig pa folgende figurer og overvej, at gnidningskraften opfattet som krumningen af
grafen giver god mening: ved negativ krumning omkring vaeskepartiklen bremses den
op (netto) og ved positiv krumning af hastighedsfeltet accelereres den op:

41

Ovelse 9.10

u(x+Ax)—u(x—Ax)

Vis, at med tilneermelsen u'(x) = ™ og forkortelsen &x = 2 - Ax far man ap-

proksimationen (for en 2 gange differentiabel funktion u):

" u(x + 8x) — 2u(x) + u(x — 6x)
w0~ bx

0%u,
ay?

Anvend denne approksimation pa (*) og vis, at vi far p% = U

For at finde den samlede hastighedssendring i x-retning ma vi som sadvanligt summe-
re bidragene fra alle tre retninger, sa vi far
ou, 0%u, 0%u, 0%u,

<6x2 + dy? t oz = Hhuy

p ot u
Hvor A = a_2+ a_2+£ star for Laplaceoperatoren
T 9x2 | 9y? | 9z2 P P '
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Ovelse 9.11

Forklar med ord hvordan Laplaceoperatoren virker pa en funktion af tre variable

Nu kan vi pa samme made finde den tidsafledte af hastighedsfeltet i de to andre ret-
ninger og finder generelt, at gnidningskraefterne - ogsa kaldet de viskgse kraefter -
fgrer til et led af formen
du
P at
Konstanten u kaldes for viskositeten og angiver altsd hvor meget vaesken bremses op i
sin bevagelse af indre gnidningskraefter.

=u-Au

Dette led kaldes nogle gange ogsa for diffusionsleddet fordi det er dette led, der far
energien i strgmningen til at “forsvinde”. Energien forsvinder selvfglgelig ikke, men
gnidningskraefterne mellem vaeskepartiklerne vil ikke kun speede vaeskepartiklen op,
men ogsa ga til forggelse af den indre (termiske) energi af vaeskepartiklen.

Man kan taenke pa det sdledes: De sammenstgd, der sker mellem molekylerne i graen-
selaget mellem to vaeskepartikler, vil som oftest fgre til, at partiklerne bliver sldet mere
eller mindre pa tveers - tilbage ind mod centrum af deres vaeskepartikel. Her vil de ty-
pisk stgde ind i nogle af dens egne veeskepartikler, der s& ogsa vil fa noget af den
"tvaergaende” impuls. Derudover: Hvis dine nabopartikler bevaeger sig med en anden
hastighed end dig, vil de ogsa traekke dine graenselag lidt med sig og deformere den
partikel, du er pa. Igen bidrager dette mere til en bevaegelse af de indre molekyler i
forhold til hinanden end til en acceleration af den feelles bevaegelse.

S& mere end at bidrage til en forggelse af den kollektive hastighed af vaeskepartiklen,
resulterer gnidningen (ligesom med klodsen vi trak hen over bordet) i en forgget kao-
tisk tumlen rundt af molekylerne inde i vaeskepartiklen, dvs. til en forgget temperatur
af partiklen. Medmindre viskositeten er =0, vil vaesken altsa for eller senere "ga i
std” pga. af indre gnidning, hvis den altsa ikke holdes i gang af f.eks. trykgradient-
kreefter eller ydre kraefter. Det er jo et faenomen, vi kender fra kgkkenet: Hvis vi har
rert kraftigt rundt i en suppe og sa stopper med det, vil suppen i fgrste omgang rotere
videre i gryden. Men efter et par minutter er bevaegelsen gaet i sta og alle vaeskepar-
tikler ligger stille — den eneste andring er, at suppen er blevet en lillebitte smule var-
mere.

9.7. Den samlede Navier Stokes ligning for vaeskestrgmning / luft-
stremning pa Jordens overflade

Samler vi nu alle de ydre kraefter pa hgjre side finder vi Navier-Stokes ligning naer Jor-
dens overflade:

Ju
p-((u-V)u+E>=p-g—Vp—2pw><u+y-Au

Ovelse 9.12
a) Identificer de 4 led pa hgjre side af ligningen.
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b) Bestem enheden for p ud fra enhedsbetragtninger.

Qvelse 9.13
2-dimensionel kanalstrgmning uden Corioliskraft

Navier-Stokes ligning er som naevnt ikke let at Igse eksakt, men i fglgende opgave

guides du igennem hvordan man kan Igse den - dvs. finde hastighedsfeltet u(r,t) - i et

enkelt stremingslag i vaeskestrsmmen i en kanal med rektangulaert tveersnit. Vi ma
dog i opgaven se bort fra Corioliskraften.

Vi har en kanal med rektangulaert tvaersnit med laengden [ der er meget stgrre end
bredden, som vi saetter til 2a. Vi indlaegger et koordinatsystem som vist herunder:

y

= =

[

Vi leder efter hastighedsfeltet i en bestemt dybde (sa vi har konstant z-variabel - der-
med todimensionelt flow), der er hgijt over bunden af kanalen. Vi indskraenker os ogsa
til det stationeere tilfeelde, dvs. dér hvor hastighedsfeltet er tidsuafhaengigt. Strgmnin-
gen bliver holdt i gang af to konstante tryk p, og p, i kanalens ender.

Det er eksperimentelt observeret, at hastigheden ved vaeggene er 0 (no-slip-
condition), dvs. u(0,+a) = 0, samt, at hastigheden i y —retningen overalt er 0, dvs.

u(x,y,t) = (ux (x(,)y, t))

a) Hvorfor er vi ngdt til at antage, at stremningslaget er hgjt over bunden? (Vink:
hvad var randbetingelsen p& vaeggene?)

3] ,
b) Brug kontinuitetsligningen til at vise, at % = 0 og konkludér, at u, kun er en

funktion af y, dvs. u, = u,(y)

c) Vis, at hvis vi ser bort fra Corioliskraft leddet sa reducerer Navier-Stokes i det
stationaere tilfzelde til ligningen

Vp=u-Au

d) Vis ud fra oplysningerne pa figuren, at trykgradienten bliver Vp = ((pz _Opl)/l)

2 2
e) Vis nu, at Au = (a uxo/ay )
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Der er altsd "kun” en differentialligning for fgrstekoordinaten

f) Vis ved integration, at:
b2 — P
U (y) =—22#l Lyt Y+

hvor ¢; og ¢, er to integrationskonstanter.

g) Bestem de to integrationskonstanter ud fra randbetingelserne (no-slip) og vis, at
hastighedsfeltet bliver
_ b2 —P1 X 2 .2

9.8. SRP-projekter

9.8.1. Bernoullis ligning

Abstract Vi indfgrer strgmlinjer og kigger pa vaesker og gasser uden viskositet “dry
water”. Navier Stokes ligning i det stationaere (tidsuafhaengige) tilfaelde studeres ved
forskydning langs strgmlinjer og man udleder herved Bernoullis ligning. Ligningen kan
undersgges bade kvalitativt og kvantitativt i forholdsvis enkle opstillinger

Matematik
Definitioner:

1) En strgmlinje defineres som en differentiabel kurve hvis tangentvektor i
ethvert punkt er parallel med hastighedsfeltet u(r,t)
2) En ideal vaeske er en vaeske med viskositet u =0

Vis fgrst, at for en ideal vaeske, hvor den eneste ydre kraft er tyngdekraften, reducerer
Navier Stokes ligning til

ou
p~<(u-V)u+a>=—Vp-g-z—Vp

hvor z aksen er valgt s3 den peger lodret opad.

Vis fgrst vektoridentiteten

(u-V)u=%V(u-u)+(V><u)><u

Vis, at i det stationaere (tidsuafhaengige) tilfaelde kan Navier Stokes ligning skrives

p-CGVu-w)+(Vxu)xu+Vg-z+Vp/p)=0 (*)

100



Indfgr nu enhedsvektoren s = u/|u| dvs. en vektor af leengde 1 der i ethvert punkt pe-
ger i hastighedsfeltets retning og forklar hvorfor skalarproduktet: s- (Vxu) xu = 0.

Vis, at (*) medfgrer, at
s-V(%u2+g~z+p/p) =0

Ggr rede for, at dette betyder, at langs en stremningslinje geelder Bernoullis ligning:

%uz +g~z+g= konstant

Fysik

Der findes et hav af kvalitative demonstrationsforsgg pa youtube.com som f.eks.
https://www.youtube.com/watch?v=HZCIP-m9g24 der demonstrerer mange forskellige
aspekter og anvendelser af Bernoullis ligning. Nogle af disse kan sagtens indbygges i
en SRP opgaveformulering.

Mht. kvantitative forsgg er udvalget af forsgg, der er mulige at lave i et almindeligt fy-
siklokale lidt mere begraensede, men vi navner lige et par stykker:

1) Udstremning af vaeske fra bunden af en beholder - se f.eks.
http://olewitthansen.dk/Fysik/Bernoullis.pdf

2) Hvis du er heldig, har dit gymnasium

maske et venturirgr: A A
I Jd,
Eller du kan selv bygge et af to pla- h
stikflasker og et par sugergr. Idéen er, T m
at hvis man bruger vand (der er en in-
kompressibel vaeske) i stremningen, l i B 1'5—'{
er det let at male hvor meget vaeske, 1 !p

der passerer gennem rgret pr. sekund '\7"3 ! A
ved simpelt hen at opsamle og veje :
det vand, der strammer ud, idet man
samtidig tager tid. Og hvis man kender de indre diametre af rgret, kan man let
beregne hastighederne v, og v,. Hvis rgret er placeret vandret (s& z — koordina-
ten er konstant) giver Bernoullis ligning:

2pvi +p1 = 2pv35 + Dy,

der sa kan afprgves eksperimentelt.

3) Man kan ogsa forsgge at lave kvantitative malinger pa roterende cylindre eller
bolde i luftstremme eller ved kast. Udfordringen her er isser maling af luft-
strgmmens hastighed og beregning af hvor stor effekt det vil have pa cylinde-
ren/bolden. Men igen findes der mange demonstrationer pa youtube.com som
f.eks. fra kanalen home made physics with bruce yeani
https://www.youtube.com/watch?v=05zF0sBwHe8&t=0s og med lidt snilde er
det muligt at male p& nogle af forsggene ogsa.
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9.8.2. Navier Stokes lighing og Poiseuilles stremningslov
Abstract Vi undersgger vaeske-

stremning i et vandret rgr, der alene

drives af trykgradientkraefter. Det er

det stationeere tilfaelde der undersg- P1

R /
P2

[\

varierer med hverken tid eller koor-
dinaten langs rgrets akse, men alene
afhaenger af afstanden fra centrum L -

og randbetingelserne (no-slip). Vi

kan her Igse Navier Stokes ligning og denne fgrer til Poiseuilles stramningslov som det
er forholdsvis enkelt at efterprgve i et almindeligt fysiklokale.

")
y

A}

ges, altsd hvor strgmningsfeltet ikke U

Matematik:

Postuler (kun den ngdvendige del evt.) af Navier Stokes ligning og indf@r cylinderkoor-
dinater. Udled hvorledes operatorerne V og A beregnes i cylinderkoordinater.
Fysik:
Vis, at ndr vi antager, at hastighedsfeltet kun er forskelligt fra nul i cylinderens retning
(f.eks. z-retning) fgrer kontinuitetsligningen til Z—’Z‘ = 0 og nar hastighedsfeltet er tids-
uafheengigt, reduceres Navier Stokes ligninger til
dp A = 16( auz)
9z MM TR\ g

hvor sidste ligning er i cylinderkoordinater. Med randbetingelserne u,(R) = 0, kan lig-
ningen nu integreres (under vedvarende ommgblering) to gange mht. » og man finder
udtrykket for u,(r):

o
4uloz

Man kan nu beregne vandgennemstrgmningen pr. sekund Q gennem rgret:

U (r) = | (R? - r?)

R
Q= f u,(r) - 2mrdr
0

Og udleder derved Poiseuilles stremningslov:
|AP|
= - R*
¢ 8u-L
hvor AP er trykforskellen mellem rgrets ender.

Eksperimentelt

Det er forholdsvis let at teste loven eksperimentelt, med for-
skellige rgrlaeengder af forskellig tykkelse R. Et smart trick til at
generere og holde en przecis trykgradient over laengere tid er,
at bygge sig en lille Mariotte-flaske, der i et simpelt design ser
ud som vist pa figuren.
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Den kan derfor sagtens laves af en stor Colaflaske og et langt sugergr. Nar der abnes
for vaeskestremmen, temmes glasrgret meget hurtigt og atmosfaeren “nar ned” til bun-
den af rgret, sa det kun er den lille hgjde b der bestemmer trykket ved aflgbet.

Glasrgret skal naturligvis kunne justeres i hgjden, men gennemfgringen skal veere no-
genlunde luftteet. Man kan evt. taetne den med modellervoks eller tilsvarende som
klemmes godt fast fgr hvert forsagg.

9.8.3. Fiktive kraefter og isaer Corioliskraften/centrifugalkraften

Abstract: Vi kigger pa simple bevaegelser i et inertialsystem hvor Igsningen til bevee-
gelsesproblemet er velkendte. F.eks. bevaegelse med konstant hastighed (inklusiv at
partiklen ligger stille) og harmonisk oscillation. Vi betragter s& bade teoretisk og ekspe-
rimentelt de samme bevaegelser i et jaevnt roterende koordinatsystem. Bevaegelseslig-
ningerne i det roterende koordinatsystem er koblede lineaere andenordensdifferential-
ligninger (som normalt kraever et udvidet kursus i differentialligninger at lgse) men
Igsningerne kan her findes meget let, da vi bare kan transformere Igsningerne fra iner-
tialsystemet ved en simpel tidsafhaengig rotation i modsat retning. Man kan s& ekspe-
rimentelt eftervise, at disse lgsninger passer ved at optage bevaegelsen fra det rotere-
de koordinatsystem (med en smartphone der roterer med).

Matematik:

Man indfgrer og ggr rede for vektorer i 3 dimensioner herunder krydsprodukt og regne-
regler for dette. Derudover udledes hvordan punkters koordinater transformeres ved
en rotation omkring Origo.

Fysik/matematik:

Udled Newtons 2. lov i et accelereret koordinatsystem (som vist ovenfor) og ggr rede
for de forskellige fiktive kraefter der fremkommer (medtag evt. situationen hvor rotati-
onsvektoren kan veaere tidsafhaengig). Man kommer derved frem til formlen

Finkl.fiktive krefter

j— J— n
res =ma, =ma; —mR" —2mw Xv, —mw X (w Xr,)

Vi specialiserer nu til et accelereret koordinatsystem S, hvor begyndelsespunktet ikke
flytter sig i forhold til laboratoriesystemet (R"” = 0), og hvor rotationsvektoren er kon-
stant: w = (0,0,w), sa rotationen foreg%r i xy —planet.

Vis, at bevaegelsesligningerne bliver
a,=a;,—2wXv,— o X (wxr,) (*)

Veelg nu en eller flere af falgende muligheder

Partikel i hvile i inertialsystemet

Vis, at for en partikel der er i hvile i inertialsystemet i positionen (r,0,0) bliver de relati-
ve koordinater
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r.( )=|»® —r-sinwt
z,(t) 0

Dvs. partiklen udfgrer en jeevn cirkelbevaegelse i det accelererede koordinatsystem.

xr(t) < T - COS wt>

Beregn v,.(t) ved direkte differentiation og vis, at (*) reducerer til

a,(t) = —w? -1, (t)

Javn bevaegelse i inertialsystemet
Vis, at for en partikel der udfgrer en jeevn bevaegelse langs 1.-aksen:
x(t) vyt
ri@®)=|y@®) |= ( 0 )
z(t) 0
bliver de relative koordinater
X (t) Vo - t - cos wt
r.@t) = »® |= (—vo -t sinwt)
z-(t) 0

Beregn v,.(t) ved direkte differentiation og vis, at (*) reducerer til

wt - coswt + 2 - sin wt
a,.(t) = —wvy| 2 coswt — wt - sinwt
0

Samt at dette udtryk passer med r,”'(t) fundet ved direkte differentiation.

Harmonisk oscillation i koordinatsystemet

Vis, at for en partikel der udfgrer en harmonisk oscillation i inertialsystemet langs 1.-
aksen

x(t) A-sin@
r@={y®|=| T
z(t) 0

bliver de relative koordinater

. 2mt
x,(t) {A-coswt-smTw

() =|»@®) |= , 2mt
z,(t) \—A -sinwt - smT/

0
Vis, at accelerationen i inertialsystemet bliver
am?A  2mt
a;(t) =— 2 smT

Og at denne nar den transformeres til relative koordinater bliver
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am?A  2mt
—cos(wt) - T2 smT
a;(t) = _ am?A  2mt
\sm(a)t)- T2 smT/
0

Sammenlign igen den relative acceleration a,(t) beregnet ved direkte differentiation af
r.(t) med accelerationen beregnet ved (*) og vis, at de giver det samme.

Prgv at tegne nogle af banekurverne (parameterkurverne)
for oscillationen set fra det roterende koordinatsystem. Hvis
forholdet mellem omdrejnings- og svingningstiden er 5/2
far man f.eks. fglgende blomst:

Eksperimentelt

P& en roterende plade (f.eks. fra en gammel pladespiller, en drejeskive til keramik eller
et apparat til maling pa jaevn cirkelbevaegelse) monteres en smartphone, sa kameraet
sidder praecist i omdrejningspunktet. Pladen og telefonen bringes i jeevn rotation mens
telefonen optager en video af en kugle der i jeevn bevaegelse fgres ind over centrum,
eller et pendul der svinger ind over den roterende plade, eller en kugle der haenger stil-
le- se figuren til hgjre.

Bevaegelsen optages og videoen analyseres (f.eks. i
logger-Pro) og man sammenligner med den teoretisk
udledte bevaegelse.
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10.
Numeriske metoder til losning
af differentialligninger

| filmen forklarer Martin Olesen, at nar klimamodellen er opstillet med alle differential-
ligningerne, s& ma man anvende computerkraft for at bestemme Igsninger. Ligningerne
kan ikke lgses analytisk, dvs. man kan ikke bestemme formeludtryk for en Igsning. Men
i skridt pa et halvt minut af gangen regner supercomputere sig frem dag for dag, ar for
ar frem til ar 2100. En sadan korsel tager et par maneder!
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10. Numeriske metoder til lgsning af

differentialligninger

Store differentialligningssystemer kan normalt ikke lgses analytisk. I stedet md man ty
til s§kaldt numerisk losning. I dette kapitel vil vi gennemgé to af de mest kendte me-
toder indenfor denne matematiske disciplin: Forst Eulers metode, der bdde er den mest
enkle og mest intuitive. Dernaest Runge Kutta’s metode, der er en af de mere avance-
rede, og som giver overraskende praecise resultater. I bilag til gennemgangen kan du
finde detaljerede gennemregninger af losninger med begge metoder, se link 23.

Idéen bag numerisk Igsning af differentialligninger er fglgende:
Vi har givet differentialligningen: y'=g(x,y), *)

hvor g(x,y) er en eller anden kontinuert funktion. Vi er interesserede i den partikulaere

lgsning f(x)til differentialligningen, hvis graf gar gennem punktet Py(Xo1 Vo) -
Ved numerisk Igsning af differentialligningen bestemmes en raekke punkter:
(Xllyl)l(X21y2)l(X3Iy3)l"'l(xnlyn) (**)

som tilnaermelsesvist ligger pa Igsningskurven - dvs. pa grafen for f(x). Hvis man af-

saetter punkterne i et koordinatsystem, kan man fa et indtryk af lgsningskurvens grafi-
ske forlgb, men en decideret forskrift for Igsningsfunktionen far man ikke vha. numeri-
ske metoder.

10.1 Eulers metode

Eulers metode er opkaldt efter den schweiziske matematiker Leonhard Euler (1707-
1783). Ideen bag metoden er fglgende: Vi har givet differentialligningen (*), og kon-
struerer nu en serie af punkter (**) ved hjalp af differentialligningen og vores viden
om tangenter til grafer:

Vi har faet opgivet et punkt, Py(xy,¥,), som grafen for Igsningskurven skal ga igennem.
Lad os opstille ligningen for tangenten til den kurve vi leder efter i punktet P(x,,Y,):

y:f'(xo)'(x_xo)'x"'yo
Her kender vi punktet, men vi kender faktisk ogsa haeldningskoefficienten, f'(x,): Daf
er en lgsning til differentialligningen (*), kan vi bestemme f'(x,):

f'(xo) = g(XOIyO)

Vi veelger nu en fast lille skridtleengde h og bestemmer x, som: x, =x,+h
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Tallet y, skal bestemmes, sa det er en
tilneermelse til funktionsvaerdien f(x,).

Da h er lille, er x, teet pa x, Vi begar der-
for ikke nogen stor fejl ved at bestem-

me y, ud fra tangenten i P,(x,,Y,)-
Tangenten falder jo naesten i med grafen
for f omkring punktet (x,,y,), da feren
differentiabel funktion, se figuren:

Hvis vi endnu engang benytter tangentlig-
ningen fas

Yy =F(Xp) - (X, = Xo) + F(X,)

=1f'(x,) - (xy + h—Xx,) +f(x,)
=f'(x,) -h+f(x,)
= g(Xolyo)'h+yo

Punktet (x,,y,) beregnes altsa vha. formlerne X, = X, +h samt

Vi benytter nu preecis samme fremgangsmade
og bestemmer punktet (x,,y,) ud fra differen-

tialligningen og de tre tal x,,y, og h:
X, =x,+h samt y, =g(x,,y,)-h+vy,.

Sadan kan vi blive ved, indtil vi har tilpas man-
ge punkter, der tilneermer grafen for f. Se figu-
ren:

For hvert nyt punkt (x,.,,v,.,,), der beregnes,

ma vi forvente en stgrre afvigelse fra grafen
for f. Vi regner jo hele tiden videre pa et
punkt (x,,y,), der kun tilnaermelsesvist er pa

grafen for f.

Vi sammenfatter overvejelserne i fglgende al-
goritme:

Y1 =g(x0,y0)-h+y0,
ud fra differentialligningen og startvaerdierne: de tre tal x,,y, og h.

hf(x,)

Eulers metode

Givet differentialligningen: y’ = g(x,y) og startveerdien: P,(x,,Y,)-

Valg en skridtlaengde h og seet n=0
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I. Seet x,, =x,+h

II. Seet y,., =9(x,,y,)-h+y,
III. Seet n=n+1 og ga tilbage til punkt I.

Gennemfgr selv argumentationen for, at algoritmen ggr preecis det, vi gjorde ovenfor!

Eksempel

Vi sgger den Igsning f til differentialligningen: y' = x> +y, hvis graf gar gennem punk-
tet (x,,y,) =(-1,4), og vil bruge Eulers metode til at bestemme Igsningen numerisk.

Ligningen er en lineaer fgrsteordens differentialligning, som derfor kan Igses analytisk.
Vi kan sa efterfglgende sammenligne den numeriske Igsning med den analytiske Igs-
ning.

Vi fastsaetter skridtleengden h til 0,1 og vil med Eulers metode bestemme 30 punkter
udover det fgrste punkt

(X1 Y1) (%20 V2D (X3, Y30 (X530, Y30)
som tilnaermelsesvis ligger pa grafen for f.
Af differentialligningen kan vi se, at g(x,y) = x> + y. Vi skal derfor benytte ligningerne:
X,,=X,+0,1
Vo =(X>+y.)-0,1+y,
til at frembringe de 30 punkter.
For n = O far vi derfor:
X, =X,+0,1=-1+0,1=-0,9
Y, = (X" +Y,):0,1+y,=((-1+4)-0,1+4=4,5
Dvs. punktet (x,,y,) =(-0.9,4.5)
For n = 1 far vi:
x,=x,+0,1=-0,9+0,1=-0,8
Y, =(x”+y,)-0,1+y, =((-0,9)* +4,5)-0,1+4,5=5,031
Dvs. punktet (x,,y,) =(-0.8,5.031)

Sadan fortseetter vi og far pa den made frembragt en numerisk Igsning med i alt 31
punkter: (-1,4),(-0.9,4.5),(-0.8,5.031),... ,(2,78.89)

Det er simpelt men hardt arbejde at regne dette “i handen”, men naturligvis kan vaerk-
tejsprogrammerne klare beregningerne for os. I Bilaget, link 23 kan du se, hvordan
Eulers metode anvendes i Maple, Nspire og Excel.
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Qvelse 10.1

Lad f veere den Igsning til differentialligningen
y'=x+y

hvis graf gar gennem punktet (2,1).

a) Benyt Eulers metode med skridtlaengden h=0,5 til at bestemme 4 punkter, der
tilnaermer grafen for f. Udfgr beregningerne i handen i dit kladdehaefte.

b) Benyt dit veerktgjsprogram og Eulers metode med skridtlaengden h=0,05 til at
bestemme 50 punkter, der tilnaeermer grafen for f. Tegn punkterne sammen med
grafen for f.

c) Bestem den eksakte lgsning, f til differentialligningen, og tegn grafen for f sam-
men med punkterne, du bestemte i b). Kommenter!

Qvelse 10.2
a) Lad f vaere den Igsning til differentialligningen: y’ = sin(x) + 2sin(y), hvis graf gar
gennem punktet (1,1).
b) Benyt Eulers metode med skridtlaengden h=0,1 til at bestemmme 30 punkter, der

tilneermer grafen for f.
c) Tegn punkterne sammen med grafen for f.

10.2. Runge-Kutta metoderne

Runge-Kutta metoderne til numerisk Igsning af differentialligninger er opkaldt efter de
to tyske matematikere Carl Runge (1856-1927) og Wilhelm Kutta (1867-1944). Meto-
derne er generaliseringer af Eulers metode, der viser sig at vaere meget mere praecise.
I beregningen af y, , ganger man ikke skridtleengden h med tangenthaeldningen

f'(x,)=g(x,,y,), menistedet med et vaegtet gennemsnit af tangenthaeldninger pa
intervalletx, <x <x_ ;.

Antallet af haeldninger og deres vaegtning bestemmer Runge-Kutta metodens orden.
Runge-Kutta metoden af fgrste orden, er blot et andet navn for Eulers metode. Den
mest anvendte Runge-Kutta metode er 4. ordens. Algoritmen til denne beregning er
ved fgrste gjekast temmelig omfattende. Den er som fglger:

Fjerde ordens Runge-Kutta
Givet differentialligningen: y’ = g(x,y) og startveerdien: Py(x,,Y,).

Vaelg en skridtlaengde h og st n=0
I.Seet x,, =x,+h

II. Beregnk, =g(x,,y,)-h

III. Beregn k, =g(x, + 4,y +%)-h

IV. Beregn k; =g(x, +4,y, +%)-h

V. Beregn k, =g(x,+h,y, +k;)-h

VL Szt y,, =y, +h etk

VII. Seet n=n+1 og ga tilbage til punkt I.
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Eksempel

Vi benytter en 4. ordens Runge-Kutta med skridtleengde h = 0,1 til at bestemmme den
lgsning til differentialligningen: y' =y - x* +1, hvis graf gar gennem (0,0.5).

Vi har altsa: g(x,y)=y -x*+1samt x, =0 og y, =0,5.

Vi kgrer algoritmens fgrste runde:

I X, =x,+h=0+0,1=0,1

I k1 :g(Xolyo)'hz(yo_on+1)‘h=(o,5—02+1)-o,1=w

I k2:g(x0+g,yo+%)-h=(y0+%—(xo+g)2+1)-h

=(0,575-0,05*+1)-0.1=0,15725

v k3:g(xo+g,y0+k2—2)-h:(yo+%—(x0+g)2+1)-h
- (0,5+%—(0+%)2 +1)-o,1 ~0,1576125
\ k4:g(x0+h,y0+k3).h=(y0+k3—(xo+h)2+1)oh
- (o,5+0,1576125—(0+o,1)2 +1)-o,1 - 0,16476125
VI Vi=Vo+ otk kb k0,54 015, 015725 | 04576125 | 016476125 _ () 657414375

Det var fgrste runde!

Og saledes fortsaettes trin for trin. Som det fremgar af ovenstaende, er det besveerligt
at beregne Runge-Kutta algoritmen i hdnden, men endnu engang kan vaerktgjspro-
grammerne hjalpe - se bilaget, link 23

Ovelse 5

Betragt differentialligningen y’'=3+ x -2y, med startvaerdieny(0) =3

a) Benyt i dit veerktgjsprogram en 4. ordens Runge-Kutta metode (RK4) med
skridtleengden h=0.1 til at finde approksimative vardier for lgsningen til diffe-
rentialligningen, nar x=1. Lav bade et tabeloutput og et plot-output.

b) Sammenlign RK4 metoden med Eulers metode (med samme skridtlaengde). Be-
regn den procentvise afvigelse af bade RK4 og Euler i slutpunktet.

c) Vis, at funktionen: f(x) =1x +Z2e?* + 3 er den sggte Igsning til differentiallignin-

gen.
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Qvelse 6
Betragt differentialligningeny’ = 2x* — y med startveerdien y(0) = 3.

a) Benyt i dit veerktgjsprogram en 4. ordens Runge-Kutta metode med skridtleeng-
den h=0.1 til at finde approksimative veerdier for Igsningen til differentiallignin-
gen i intervallet [0;3]. Lav bade et tabeloutput og et plot-output.

b) Sammenlign RK4 metoden med Eulers metode (med samme skridtlaengde). Be-
regn den procentvise afvigelse af bade RK4 og Euler i slutpunktet.

c) Vis, at funktionen: f(x) =2x*> -4x +4 —e ™ er den sggte Igsning til differentiallig-
ningen.
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Projektet Traek virksomhederne ind i undervisningen

fortzeller, hvordan matematik er uundveerlig for avancerede
virksomheder i et moderne samfund. | filmene besgger
Casper og Nicoline 12 forskellige virksomheder og laerer
noget om den matematik, de anvender.

Casper og Nicoline mgder ansatte, der er med helt i
front af det matematiske arbejde: statistikere, ingenigrer,
matematik-gkonomer eller epidemiologer m.fl. Alle har
uddannelser med et betydelig matematisk indhold.

Til hver film kan du downloade undervisningsmaterialer.
Her finder du ovelser,opgaveforlgb, projekter og oplaeg
til studieretningsprojekter. Materialerne er opdelt i tre
niveauer af svaerhedsgrad fra 9 kl til 3 g. Emnerne er
inspireret af filmen om virksomheden og den anvendte
matematik, men man kan arbejdemed materialet uden at
have filmen kerende.

Haeftet om Matematikken bag DMI’s klimamodeller knytter
sig til filmen af samme navn.
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